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\ Breviar teoretic

\ Functii periodice

Un triplet ordonat (A, B, f), unde A si B sunt doua multimi, iar f este o lege de
corespondenta care face sa corespunda fiecarui element din prima multime (4) un
singur element din a doua multime (B) se numeste functie definita pe A cu valori
in B.

Notam f: A — B.

Multimea A se numeste domeniul de definitie al functiei, iar multimea B se numeste
codomeniul functiei.

Daca A si B sunt multimi de numere reale (A, B C R), atunci functia se numeste
functie numerica, sau functie reala, de variabila reala.

Figura 1: Functie definita pe A cu valori in B

Observatii:
e Functia se aplica doar elementelor din domeniul ei de definitie.

e Facem distinctie intre "multimea de valori ale functiei” care este codomeniul si
"multimea valorilor functiei” care reprezinta imaginea functiei (notata Im(f)).

e Uneori, multimea de valori (codomeniul) contine elemente in plus fata de multimea
valorilor functiei (imaginea functiei).

Definitie
O functie numerica (o functie reala, de variabila reald) f : D — R, unde D C R, se
numeste functie periodica daca 37 € R* astfel incat:

1.2+ 7T €D, Vs e D;
2. flx+T)= f(z),Vx € D.

Numarul T se numeste perioada a functiei f.

In particular, daca domeniul functiei este R, definitia se interpreteaza astfel:

O functie f : R — R este periodica, daca 3T € R* astfel incat f(z 4+ T) = f(z),Vz € R.
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Conditia z + T € R este indeplinita, dat fiind ca x=,7 € R.

Exemple:

1. Functia constanta este periodica.
f*R=R, f(x)=c¢ (ceR),Vz €R

In acest caz, nu doar ci existd un numar real nenul 7 pentru care f(z+7T) = f(x) = ¢,V €
R, ci pentru orice numar real 7" are loc aceasta egalitate. Asadar, functia constanta este
periodica si orice numar real nenul este perioada.

2. Functia parte fractionara este periodica.
fiRoR, f(z) ={z}
fla+k)={x+k}={z} = f(z),Vx eR,VE € Z

Orice numar intreg nenul este perioada a acestei functii.
Exista si functii periodice care nu sunt definite pe R!

3. Functia tangenta este periodica, = fiind o perioada a ei.

tg:R\{(—Qk;—l)ﬁ/keZ}—HR

Sa verificam, in acest caz, ca z + 7 € R\ {@/k € Z},Vx e R\ {@/k €Z}.

Fie z € R,z # WVk € Z. Rezultad ca =z + 7 € R. Presupunem ca Jp € Z astfel incat
r+m= w. Ar rezulta ca r = (2”51)” € {(Zkgl)”/k € Z} ceea ce contrazice alegerea lui
. Deci, z + 7 € D,Vz € D, unde D = R\ { &7 /. ¢ 7} si tg(a + 7) = tg(x), Ve € D.

Teorema

Fie f : D — R o functie periodica si T' € R* perioada a functiei f. Atunci k- T este
perioada a functiei f,Vk € Z.

Demonstratie:
T perioada = x+T € D,V e Dsi f(x+T) = f(z),Vx € D.

Vom demonstra in doi pasi:
1) k- T este perioada a functiei f,Vk € N*;

2) —T este perioada a functiei f.

La pasul 1) vom folosi metoda inductiei matematice. Pentru k = 1, k-T = T care este
perioada a functiei. Pentru p € N* fixat, presupunem ca p- T este perioada a functiei f si
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demonstram ca (p + 1)-T" este perioada.
p-T perioadda = z+p- T € D,Vx e Dsi f(x+pT) = f(x),Vz € D.

Cum T este perioada, rezultdacaz+p- T+T € Dsi f(x) = f(z+pT) = fla+p T+T) =
f(z+(p+1)-T),Vax € D. Rezulta ca (p+1)- T este perioada pentru functia f si, din principiul
inductiei matematice, rezulta ca functia are o infinitate de perioade, k- T, Vk € N*.

Pasul 2): 2 = (z ~T)+ T = (x +T) —T € DYz € D si f(z) = f((x — T) + T) " PE2®
f(x —T),Vx € D, de unde rezulta ca —T este perioada. Aplicand, acestei perioade, pasul
1) rezulta k- (—T') este perioada, Vk € N*.

In concluzie, dacd T este perioada a functiei f, atunci k- T este perioada, Vk € Z*, deci,
de indata ce admite o perioada, functia admite o infinitate de perioade.

Daca f: D — R este o functie periodica si exista 7, cea mai mica perioada pozitiva,
atunci Ty se numeste perioada principala.

Exemple:

1. Functia parte fractionara este periodica, orice numar intreg nenul fiind perioada.
Cea mai mica perioada pozitiva este cel mai mic numar intreg strict pozitiv, deci Ty = 1
este perioada principala.

{z+k}={z},Vr eRVk € Z

T =k € Z* este perioada si T;, = 1 este perioada principala.

2. Functia tangenta este periodica, orice numar de forma k-7 fiind perioada, iar cea
mai mica perioada pozitiva este Ty = m, deci perioada principala este .

3. Functia lui Dirichlet, f : R - R

~J1 dacazxeQ
f(x)_{o dacaz e R\ Q (1)

este periodica, orice numar rational fiind perioada, dar NU are perioada principala.
DacaT € Q, atunciz+T e Q,Ve € Qsiz+T e R\ Q,Vz € R\ Q.
Pentru z € Q putem scrie

fla+T) " 291 = f(2)

iar pentru z € R\ Q,

z+TER\Q

Ja+1) 0= f(a).

Asadar, f(z+T) = f(x),Vz € R,VT € Q, adica orice numar rational nenul este perioada,
dar cum nu exista un cel mai mic numar rational strict pozitiv, functia lui Dirichlet nu
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are perioada principala.
Aplicatii*:

1.Daca o functie f : R — R este periodica, orice numar irational fiind perioada,
atunci functia este constanta.

Indicatie:
VT € R\ Q = T este perioada. Fixand T € R\ Q, gasim f(x +7T) = f(x),Vz € R, deci,
-pentru z € R\ Q si x este perioada, deci f(z+T) = f(z) = f(T)
pentruz € Q,z+7T € R\Q, deci f(z+T) = f(T), dar f(z) = fle+T—T)  PE® rzy7) =
f(T)
Asadar, f(z) = f(T),Vx € R, deci f este constanta.

2. Se considera functia f : R — R\ {1}, cu proprietatea f(z + 3) = ﬁfcggﬁx € R.
Demonstrati ca functia este periodica.

Indicatie:

Functia este periodica, de perioada T = 12.

3. Demonstrati ca functia f : R — R care satisface proprietatea
flx+1)+ flx —1)=V2 f(z),Vz €R
este periodica.
Indicatie:
fla+2)+ f(z) = V2 fz +1)
Deci,
fle+2) = V2 flaz+1) - f(z) = V2[V2: f(z) — f(x = 1)] = f(z) = f(z) = V2 f(z = 1)

z— 24+2 = flz+4) = f(242)—V2: f(z+1) = f(2)—V2- f(2—1)—V2- [V2- f(z)—f(z—1)] = —f(x)
r—=x+4= f(r+8)=—f(x+4)=f(z),Vz €R
Functia este periodica, de perioada T = 8.

*Aplicatiile au_fost propuse in culegerea "Exercitii si probleme de ALGEBRA pentru con-

cursuri si olimpiade scolare”, editia ingrijita de Revista "Tomis”, 1990, autori Gh. Andrei, L.
Cucurezeanu, C. Caragea, Gh. Bordea.
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