MATEMATRIX

LECTII DE MATEMATICA
PRET-A-PORTER

Unitatea de Elemente de logica matematica: propozitii, predicate, cuantificatori logici; operatii

invatare logice elementare, corelare cu operatiile si relatiile cu multimi; rationament prin
reducere la absurd; inductia matematica;

Probleme de numarare

Reguli de numarare
Numarul tuturor submultimilor unei multimi finite
Daca M este o multime finitd si |[M| = n,n € N, atunci |P(M)| = 2™.

Principiul includerii si excluderii pentru doua multimi
Daca A si B sunt multimi finite, atunci |AU B| = |A| + |[B| — |A n B|.

Principiul includerii si excluderii pentru trei multimi
Daca A, B si C sunt multimi finite, atunci
JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|AnB|—|ANnC|—|BNnC|+|AnBnNC|

Principiul includerii si excluderii pentru n multimi (generalizare)
Daca A4, 43, ..., A, (n € N¥) sunt multimi finite, atunci

n n n
L
k=1

Ay

=Z|Ak|— Z |4; N Aj| + Z |4; N A;j N Ay| -+ (D" ﬂ
Regula produsului pentru doua multimi

k=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n k=1
Daca 4 si B sunt multimi finite, atunci
|A % B| = |A| - |B|

Regula produsului pentru n multimi
Dacd 44,4, ..., A, (n € N¥) sunt multimi finite, atunci |41 X Ay X ... X A,| = |41] - |A2] - ... |4,]

Numarul de submultimi ale unei multimi finite
Fie M este o multime finita, cu n elemente, n € N.
Pentrun = 0, M = @ (multimea vida).

Pentrun > 1, M = {aq,a,, ...,a,}, iar numarul de elemente ale multimii se noteaza card(M) = n
sau |M| = n si se numeste cardinalul multimii M.

Atentie! Nu confundam cardinalul unei multimi cu modulul unui numar real, desi notatiile pot fi
identice. Din context deducem semnificatia semnului |-].

Dacd M este o multime finitd, notam P (M) multimea tuturor submultimilor lui M, sau multimea
partilor lui M.

Teorema:

1 v A~ . . .. . . . . .
Se regaseste 1n sectiunea "Pentru curiosi si pasionati, dincolo de granitele programei scolare”.

Acest material este oferit gratuit de matematrix.ro in conformitate cu CC-BY-SA
www.matematrix.ro




MATEMHATRIX

LECTII DE MATEMATICA
PRET-A-PORTER

m

Numarul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente (n € N*) este egal cu 2™.

Demonstratia:

Vom demonstra teorema folosind inductia matematica, pentru propozitia
Q(n):Daca A, are n elemente, atunci |P(4,)| = 2",vn € N

Verificare: Q(0): Daca A, are 0 elemente, atunci |P(4,)| = 2°.

Daca A are 0 elemente, atunci Ay = @ care are o singurd submultime, si anume @, deci |P(4y)| =
1 = 2°. Asadar Q(0) este adevérats.

Pasul inductiv: Pentru keN fixat, presupunem adevarata
Q(k): Daci A, are k elemente, atunci |P(A,)| = 2¥ si demonstram ci este adevitata

Q(k +1):Daca Ay are k + 1 elemente, atunci |P(Ay,q)| = 2K*1.

Fie Ay41 = {aq,ay, ..., ax, ar 41} 0 multime cu k + 1 elemente. Submultimile lui Aj,; se impart in
doua categorii distincte:

-submultimi care NU contin elementul aj 1
-submultimi care contin elementul a; ;1.

n prima categorie intra toate submultimile multimii 4, = {ay, a,, ..., a;}, acestea fiind in numar de
2k, conform ipotezei de inductie.

Submultimile care contin elementul a;,; se obtin addaugandu-l pe a; . la fiecare submultime din
categoria anterioar3, deci vor exista tot 2% submultimi din aceast3 categorie.

in concluzie, |P(Aj41)| = 2% + 2k = 2.2k = 2k*1 deci Q(k + 1) este adevirats, de unde rezulta
cad Q(n) este adevarata, Vn € N.

Exemplul 1:

Daca intr-o cutie sunt 5 jucarii, in cate moduri poate alege un copil sa se joace, sau nu, cu acestea?
Pentru a raspunde la intrebare, trebuie sa numeri submultimile unei multimi cu 5 elemente.

Copilul poate alege sa nu se joace cu niciuna, caz corespunzator multimii vide.

Copilul poate alege sa se joace cu o jucarie, care poate fi oricare dintre cele 5, caz corespunzator
submultimilor formate dintr-un singur element.
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Copilul poate alege sa se joace cu doua jucarii, deci poate face diverse perechi de jucarii, caz
corespunzator submultimilor cu doua elemente.

n acelasi mod poate decide s& se joace in acelasi timp cu 3,cu 4, sau cu toate 5.

Asadar, numarul total al posibilitatilor este egal cu numarul de submultimi ale unei multimi cu 5
elemente, care este 2° = 32.

Exemplul 2:

O editura prezinta cititorilor toate pachetele de carti pe care le are la oferta speciala. Pachetele
contin cate un titlu, sau cate 2, sau cate 3, si asa mai departe. In total, oferta are 511 pachete
disponibile pentru cititori. Cate titluri sunt cuprinse in oferta speciala a editurii?

Pachetele prezentate de editura sunt toate submultimile nevide ale unei multimi cu n elemente
(n € N*). Cum numarul total de submultimi ale unei multimi finite este egal cu 2", iar multimea vida
este una singura, deducem ca numarul de pachete este egal cu 2™ — 1.

2" —1=5lle2"=512e2"=2"on=9.

Editura are 9 titluri in oferta ei speciala.

Principiul includerii si excluderii pentru doua multimi

Teorema:

Dacd A si B sunt multimi finite, atunci |[A U B| = |A| + |B| — |A N B].
Demonstratia:

Vom nota |A| =a € Nsi |[B| = b € N.

Daca multimile A si B sunt disjuncte, atunciA N B = @ si |A N B| = 0, iar in reuniune vom avea toate
elementele celor doua multimi, dat fiind ca nu se repeta.

Deci|/AUB|=a+b—-0=|A|+|B|—|ANB].

Daca multimile A si B nu sunt disjuncte, notam |A N B| = ¢, adica cele douad multimi au ¢ elemente
comune.

Daca ¢ elemente sunt comune, atunci numarul elementelor care
apartin doar lui A (nu si lui B) este a—c , iar numarul
elementelor care apartin doar lui B (nu si lui A) este b — c.
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n reuniune vom avea elementele celor trei sectiuni distincte (multimi disjuncte):

-elementele care apartin doar lui A (nu si lui B)

-elementele care apartin doar lui B (nu si lui A)

-elementele comune multimilor A si B.
JAUB|=a—-c+b—c+c=a+b—c=|A|+|B|—|ANnB|

Exemplul 3:

Pentru organizarea a doua ateliere, unul de pictura si unul de fotografie s-a lansat un apel de
nscriere. Tn total sunt 48 de persoane care au depus cereri de inscriere. Dintre acestea, unele
candidaturi sunt pentru ambele ateliere. Separand optiunile, se constata ca 25 de candidati
opteaza pentru pictura si 32 pentru fotografie. Cati candidati vor sa participe la ambele ateliere?

Notam P multimea candidatilor pentru atelierul de pictura si F multimea candidatilor pentru
atelierul de fotografie.

|PUF| =48, |P| = 25si|F| = 32

Dar |PUF| = |P| + |F| — |P.N F|, deci 48 = 25 + 32 — [P N F|, de unde [P N F| = 57 — 48 = 9.

Principiul includerii si excluderii pentru trei multimi

Daca A, B si C sunt multimi finite, atunci
[AUBUC|=]A|+|B|+IC|—|AnB|—|AnC|—|BnC|+]|ANBNC|

Demonstratia:

Vom utiliza principiul includerii si excluderii pentru doua multimi si proprietatile operatiilor cu
multimi:

[JAUBUC|=|(AUB)UC|=|AUB|+|C|—|(AUuB)NnC| (1)
Dar |AU B| = |A| + |B| — |A n B| (2) din principiul includerii si excluderii pentru doua multimi, iar
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[AUB)NC|=|(ANC)UBNC)|=|AnC|+|BnC|=|(AnC)n(BNC)|,
ceeaceconducela|[AUB)NC|=|ANnC|+|BNnC|—|AnBNC| (3).

Din (1), (2) si (3) rezulta concluzia.

Exemplul 4:

Intr-o sala de spectacole sunt 100 de randuri cu fotolii, unele cu dotari suplimentare. Din doud in
doua randuri, fotoliile au cotiere, din trei in trei randuri fotoliile au tetiere, iar din cinci in cinci
randuri fotoliile au optiune de inclinare a spatarului (numaratoarea incepe totdeauna cu randul
numarul 1, de langa scenad). Cate randuri NU au fotolii speciale?

Notam C multimea randurilor cu fotolii care au cotiere, T multimea randurilor cu fotolii care au
tetiere S multimea randurilor cu fotolii care au optiune de inclinare a spatarului.

C-contine randurile 2,4,6....-adicd numerele divizibile cu 2 din multimea {1,2,3, ...,100}
T-contine randurile 3,6,9,...-adicd numerele divizibile cu 3 din multimea {1,2,3, ...,100}
S- contine randurile 5,10,15,...-adicd numerele divizibile cu 5 din multimea {1,2,3, ...,100}.
Se cere numarul de randuri cu indicative care nu sunt divizibile nici cu 2, nici cu 3, nici cu 5.

Vom afla numarul randurilor cu fotolii speciale, adica numarul de elemente ale multimiiC UT U S,
apoi vom face diferenta intre numarul total de randuri (100) si numarul de randuri cu fotolii speciale.

[CUTUS|=|C|+IT|+|S|—-ICNT|—|CNS|—|TNnS|+|CNTNS|
|C| = [100] =50, [T] = [100] =33si S| = @] = 20, unde [a] reprezinta partea intreaga a

numarului real a.

CNT={x€{1,2..,100}|2 divide x si 3 divide x} = {x € {1,2,...,100}| 6 divide x}
Deci |C N T| = [120] - 16.

cnS={xe{1,2..100}|2 divide x si 5 divide x} = {x € {1,2,...,100}| 10 divide x}
Deci |[C N S| = [ﬂ] = 10.

TnS={xe{12,..,100}|3 divide x si 5 divide x} = {x € {1,2, ...,100}| 15 divide x}
Deci |[C N S| = [100] 6.

15
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CNTNnS={xe{1,2..,100}| 2 divide x,3 divide x si 5 divide x}
={x €{1,2,..,100}| 30 divide x}

Deci|CnTn5|=[%]=3.

Tn concluzie, [CUT US| =50+33+20—16—10— 6+ 3 = 74.

Deci numarul de randuri care nu contin fotolii speciale este 100 — 74 = 16.

Regula produsului pentru doua multimi
Teorema:
Daca A si B sunt multimi finite, atunci |[A X B| = |A| - |B]

Demonstratia:

Daca una dintre multimi este multimea vida, atunciA X B = @, deci|A X B| = 0, iar |A| - |B| =0

(unul dintre factori fiind 0), asadar |A X B| = |A| - |B| =0

Consideram A = {a;y,ay, ...,a,}cu |A| =n, n € N* siB = {by,b,,...,b,,}, cu|B| =m, m € N* .

m linii

A\B—> by b, b;

v
Y ap (a1, by) (a1,b;) (a1, b)
5, a (az, by) (az, by) (az,b]-)
S o .
& a; (a;, b1) (a;, bz) (a;, b;)

an (ay, b1) (an, by) (an' bj)

Perechile ordonate din produsul cartezian suntn-m, deci |[A X B| =n-m = |A| - |B|.

Exemplul 5:

b,

(alrbm)
(aZIbm)

(a;, by)

(an, by)

Doua zaruri, colorate diferit, sunt aruncate simultan. Cate perechi de numere se pot obtine, pe

fetele de deasupra, prin aruncarea lor.

Z1 =1{1,2,3,45,6},Z, = {1,2,3,4,5,6} .
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Perechile de numere de pe fetele superioare sunt de forma (a, b) € Z; X Z,. Numarul acestor
perechi este egal cu |Z; X Z,| = |Z1| - |Z,] = 6 -6 = 36.

Regula produsului pentru n multimi
Teorema:
Dacd 44,45, ..., 4, (n € N,n > 2) sunt multimi finite, atunci
|A1 X Ay X .. X Ap| = |Aq]| - |A2] - .- |A,]
Demonstratia:

Vom demonstra egalitatea folosind metoda inductiei matematice, pentru propozitia matematica:
P(n):|A; X Ay X ..x A,| = |A4] - |Ag| - ...- |A,],¥n € N,n > 2.

Verificarea: P(2): |[A; X A;| = |A4| - |A,| adevarata- conform regulii produsului pentru doua
multimi, demonstrata anterior.

Pasul inductiv: Pentruk € N.k > 2 fixat, presupunem adevarata
P(k):|A1 X Ay X ... X Ag| = |A41] - |43 - ..." |A] (ipoteza de inductie)
si demonstram ca este adevarata

P(k +1):|Ay X Az X ... X A X Agq| = |Aq] - |Az] - v [Age| - |Agial.

|A1 X Ay X .. X Ap X Apy1] = (A1 X Ay X .. X A) X Apy1]| = |41 X Ay X o X Ag| " |Agsal

Dar |Ay X Ay X ... X Ay| = |Aq| - |Az]| - ...~ |Ag] siinlocuind in relatia anterioara rezultd ca P(k + 1)
este adevarata.

Asadar, P(n) este adevarata Vn € N,n > 2.

Exemplul 6:

Cate numere pare, de 5 cifre se pot forma, folosind doar cifre din multimea M = {0,1,2,3,4,5}?
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Avem de construit numere de forma abcde , unde a, b, ¢, d, e sunt cifre din multimea M, cua # 0,
aceasta fiind prima cifra a numarului, iar e cifra para din multimea M, pentru respectarea conditiei de
paritate a numarului.

a€eA={12345},beM=1{0,12,345},ceM=1{012345},d €M =1{01,2345},e €E =
{0,2,4}

(a,b,c,d,e) EAXMXMXMXE
Numarul de numere cu proprietatea din enunt este egal cu

JAXMXMxMxE|=|A|l-|M|-|M|-|M||E|=5-6-6-6-3 = 3240.

Exemplul 7:

O tabla patratica, avand 8 patratele pe linie si 8 pe coloana, se coloreaza in 3 culori: rosu, galben si
albastru, fiecare patratel fiind colorat intr-o singura culoare. Cate modalitati de colorare a tablei
exista?

a ﬂ( flz
In total sunt 8 - 8 = 64 de patratele. é}% %/f%

g A
Fiecarui patratel ii putem atribui oricare culoare din cele 3. %” i//m

Wy i

pij € {r,g,a} & A,vi,j €{1,2,..,8}

Numarul posibilitatilor de colorare a tablei este egal cu cardinalul ?';i

multimii A X A X A ... X 4, adica
de 64 ori A 'r'"

|A] - |A] - ...~ |A] = 3%,
de 64 ori |A]
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