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Unitatea de invatare: Metode de rationament

Principiul Inductiei Matematice

Breviar teoretic

Principiul inductiei matematice constituie un mijloc important de demonstratie in matematicd a
propozitiilor (afirmatiilor) ce depind de argument natural.

Principiul inductiei matematice consta in urmatoarele:

Un enunt oarecare P(n), ce depinde de un numar natural n, este adevaratd pentru orice n natural,
daca:

1. P(0) este o propozitie adevarata;
2. P(n) raméne o propozitie adevarata, cand n se majoreazd cu o unitate, adicd P(n + 1) este
adevarata.
Asadar, metoda inductiei presupune doua etape:

1. Etapa de verificare: se verificd dacd propozitia P(0) este adevarata;
2. Etapa de demonstrare: se presupune cd propozitia P(n) este adevarata si se demonstreaza
Justetea afirmatiei P(n + 1).

Principiul inductiei matematice este o axioma a unui sistemului care poate fi utilizatd pentru a
dovedi o afirmatie de forma Vn P(n), unde universul discursului este multimea numerelor naturale.

Observatie: In unele cazuri principiul inductiei matematice se utilizeaza in urmatoarea forma:
Fie m un numdr natural, m > Isi P(n) o propozitie ce depinde de n, daca

1. P(m) este adevarata;
2. P(n) fiind o propozitie adevarata implica P(n + 1) adevaratad pentru n > m, atunci P(n) este o
propozitie adevarata pentru orice numar natural n > m.

Demonstratia unei propozitii folosind inductia necesitd doi pasi. Mai intai demonstrati pasul de
baza.

Acest lucru este adesea usor. De foarte multe ori pasul de baza este P (0), dar uneori,

cand multimea are pe k cel mai mic element, etapa de baza este P (k). Ai grija

pentru a incepe de la numarul corect.
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Apoi trebuie demonstrat pasul inductiv. Sa presupunem ca ipoteza de inductie P (n) este adevarata.
Nu incercati sa demonstrati ipoteza inductiei! Acum va trebui sd demonstrati cd urmeaza P (n + 1)
din P (n). Cu alte cuvinte, veti folosi P (n) ca fiind adevaratd pentru a arataca P (n + 1)

este adevarata.

Totusi, trebuie sa fim atenti la detalii pentru ca poate fi posibil sd se demonstreze implicatia P (n) —
P (n + 1) chiar daca predicatul P (n) este de fapt fals pentru fiecare numar natural n. De exemplu, s
presupunem P (n) : n=n - 1, care este cu siguranta falsa pentru toate numerele n. Cu toate acestea,
este este posibil sa aratati ca, daca presupui P (n), atunci poti deduce corect P (n + 1) prin

urmatorul argument simplu:

Daca n=n - 1, atunci, dupd adunarea lui 1 in ambii membri,n+1=(n-1)+ 1=

(n+1)-1.Astfel P(n) > P (n+1).

Greseala provine din faptul ca pasul de baza nu a fost verificat, P(1):1=0, fals.

Este usor in acest moment sa crezi cd iti asumi ceea ce trebuie sa demonstrezi. Trebuie sa retinem,
totusi, ca atunci cand demonstrati implicatia P (n) — P (n + 1) in etapa de inductie, nu demonstrati
P (n) direct, ca exemplul de mai sus ne lamureste, deci acesta nu este un caz de rationament circular.
Pentru a dovedi o implicatie, tot ce trebuie sd ardti este cd, daca premisa este adevaratd, atunci
concluzia este adevarata. Daca premisa este de fapt adevarata in acest moment al unui argument de
inductie este complet irelevant.

Exemple
- v n(n+1) a
l.Saaratamca P(n): 1+2+3+...+n = T,Vn > 1 este adevarata.
y ¢ 11+1 5
Pasul initial: P(1) : 1 = — este adevarat.

Vom considera pentru un n oarecare P(n) adevarata si vom demonstra ca

+ D(n +2
P(n+1):1+2+...+n+(n+1)=(n )z(n )esteadevératé.

1+2+"'+n+(n+1)=@+(’1+1)=(ﬂ+1)(%+1)=(n+1)2(n+2),

ceea ce completeaza pasul inductiv.

2. Aratam ca P(n) : 2" > n,Vn > 1 este adevarata.

Pasul initial: P(1) : 2! > 1 este adevarat.

Presupunem ca P(n) este adevarata pentru un numar natural oarecare, n > 1 si demonstram ca
P(n+1): 2" > n + 1 este adevirati.

Daca inmultim inegalitatea din P(n) cu 2, aceasta va deveni 2 - 2" > 2 - n. Cum

2n > n+1,Yn > 1, vom obtine ca 2! > n + 1 este adevirati pentru orice numar natural n > 1.
Conform principiului inductiei matematice, P(n) este adevarata pentru orice numar natural n > 1.

Varianta a Principiului inductiei matematice

Fie & un numar natural nenul si P(n) un predicat cu multimea numerelor naturale mai mare decat k,

fiind univers al discursului.
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Daca P(k) este adevarata si din faptul ca P(j) este adevaratd pentru k < j < n va rezulta ca
P(n + 1) este adevarata, atunci P(n) este adevarata pentru orice n > k.

Exemplu

Vom demonstra ca orice numar intreg n > 2 este numar prim sau se poate scrie ca produs de cel
putin doud numere prime.

Vom considera P(n). orice numar natural n > 2 este numar prim sau se poate scrie ca produs de
numere prime.

P(2) este, evident, adevaratd, 2 fiind numar prim.

Presupunem ca pentru un numar natural oarecare n > 2, P(j) este adevarata pentru orice 2 < j < n
s1 vom demonstra cd P(n+1) este adevarata.

Daca n+1 este numar prim atunci P(n+1) este adevarata.

Daca n+1 nu este numar prim, atunci existd a si b doud numere naturale, 2 < a <n,2 <b < n,
astfelincitn + 1 =a-b,undea =p;-p,-... - p,larb =¢q,-q, ... g, unde

Pi»qp1 <0 <s,1 < j <rsuntnumere prime, atuncin + 1 =p;-...-ps-q;-...-q, ceeace
inseamna ca P(n+1) este adevarata.

Conform variantei principiului inductiei, demonstratia este Incheiata.

Exemplu

1 1 1
Saaratamca — + — + ...+ — < 2,Vn > 1 este adevarata.
12 22 n?

Observam cd nu vom putea demonstra cu ajutorul inductiei matematice. Vom putea demonstra insa
un rezultat mai putenic cu ajutorul acestei metode.

1 1 1

Vom considera P(n) : —+—+ ...+ — <2 ——.

. ) 12 22 n? n
P(): = < 1 adevarat.
Presupunem ca P(n) este adevarata pentru un numar real » oarecare si vom demonstra ca
1
Pn+l):—+—+..+—+——<2- este adevarata.
12 22 n?  (n+1)>2 n+1

Pentru a demonstra acest lucru vom aduna in ambii membri ai propopozitiei P(n) termenul
1 1 1 1

——— Vomobtine —+—+...+ —+—— <2 —— 4+ —— 1ar

(n+ 1)2 L7 2 n?  (n+1)>2 n (n+1)>2

1 1

+——— <2 —-———,Vn > 1 si deducem ca P(n+1) este adevarata.
n (n+1)2 n+1)
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