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Unitatea de invatare Elemente de logica matematica: inductia matematica

Videoclip: introducere in rationament pe baza principiului inductiei matematice.
Ce invatam din clip:

o sa aplicam metoda inductiei matematice in demonstrarea unor propozitii
matematice care sunt adevarate pentru o infinitate de numere naturale;
sa utilizam proprietati ale operatiilor algebrice in contexte variate;
sa validam rezultate demonstrandu-le prin rationament bazat pe principiul inductiei
matematice.

Consideram o infinitate de piese de domino, asezate astfel incat fiecare piesa, in caderea ei,
o va lovi pe urmatoarea. Prima, impinsa desigur, va atinge a doua piesa care va cadea in
continuare peste a treia, care o va darama in continuare pe a patra, si asa mai departe, a n-a
piesa va cadea si va lovi piesa a n+1-a, si asa mai departe. Asigurand continuitatea atingerii,
in caderea lor, a acestor piese de domino, vom avea certitudinea ca toate piesele de domino
(infinitatea de piese de domino) vor fi daramate. Este un principiu riguros, corespunzator
principiului inductiei matematice.

Pentru demonstrarea unor propozitii matematice care depind de numere naturale, mai
precis, sunt adevarate pentru o infinitate de numere naturale, vom folosi metoda inductiei
matematice.

Considerdm propozitia P(n):1+ 3+ 5+ -+ (2n — 1) = n%,vn € N*,

Tncercdm sa facem paralela intre demonstratia noastra si sirul pieselor de domino. Trebuie
sa ne asiguram ca prima piesa de domino, din acest sir, nu este fixa, ca ea poate cadea.

Tn prima etapa a metodei inductiei matematice avem verificarea propozitiei (1). Verificarea o
facem totdeauna pentru primul numar natural de la care vrem sa aiba loc proprietatea
(egalitatea in cazul nostru), deci pentrun = 1.

P(1):1 =12, adicd 1 = 1, egalitate adevaratd. Asadar, prima piesd de domino poate fi
Tmpinsa.

A doua etapa a metodei inductiei matematice este pasul inductiv, sau inductia propriu-zisa
(1). Pentru un numar natural nenul k fixat, vom presupune propozitia P(k) adevdrata si vom
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demonstra cd propozitia P(k + 1) este adevdratd. Acest lucru inseamnd, in jocul nostru de
domino, atingerea piesei numarul k (in caderea ei) cu piesa numarul k + 1.

Scriem ce inseamna P (k) si P(k + 1).
P(k):1+3+5+ -+ (2k — 1) = k? (presupusd adevirati-ipoteza de inductie)

P(k+1):1+34+5++QRk—1)+Qk+1)=(k+1)*> (relatia care trebuie
demonstrata)

Vom porni cu membrul stang al egalitatii din P(k + 1) si vom folosi asociativitatea adunarii
numerelor naturale:

143454+ Qk—D+Qk+1)=[1+3+5++QRk-D]+Qk+1) =
=k’+QRk+1)=k*+2k+1=(k+ 1)

Paranteza dreaptd, am inlocuit-o cu k2, din ipoteza de inductie, apoi am restrans binomul
suma la patrat.

Acesta este rezultatul la care trebuia sa ajungem. Am demonstrat ca propozitia P(k + 1)
este adevaratd, adica am asigurat atingerea piesei P(k + 1) de piesa anterioara, P (k).

Cei doi pasi ai metodei inductiei matematice, ne asigura, conform principiului inductiei
matematice, ca propozitia P(n) este adevarata pentru orice numarn € N*.

Adica, toate piesele din sir sunt daramate daca prima piesa nu este fixa si daca fiecare piesa
0 atinge pe urmatoarea. Sa privim, din aproape in aproape, piesele de domino:

P(1) a fost adevarata. Am impins-o si va cadea.

Din pasul al doilea al metodei inductiei, daca P(1) este adevaratd, atunci si P(1 + 1) este
adevarata. Deci P(2) este adevaratd, va cadea si aceastd piesa.

P(1) - P(2)

Aplicandu-i lui P(2) pasul inductiv, rezulta ca si P(2 + 1) este adevarata, deci P(3) este
adevarata.

P(1) = P(2) = P(3) = =+.> P(n) » P(n+ 1) - -

Si asa mai departe...Piesele de domino cad, una cate una, fiecare impingand-o pe
urmatoarea. Sirul infinit de piese de domino va avea toate piesele daramate, adica va fi
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daramat complet. Metoda inductiei matematice pe care am folosit-o se numeste, de altfel, si
metoda inductiei complete.
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