MATEMHATRIX

LECTII DE MATEMATICA
PRET-A-PORTER

Unitatea Elemente de logica matematica: operatii
de invatare logice elementare, corelare cu operatiile si relatiile cu multimi; rationament prin
reducere la absurd; inductia matematica; probleme de numarare

Operatii logice elementare. Corelare cu operatiile si relatiile cu multimi

in prima lectie de la unitatea de invitare Elemente de logicd matematicd am introdus notiunile de
propozitie logica, valoare de adevar asociatd unei propozitii logice — adevar/fals, predicat si
propozitie universala, respectiv propozitie existentiala.

in cele ce urmeazd, vom defini, exemplifica si exersa operatiile logice elementare, vom efectua
calcul propozitional si vom identifica legatura dintre operatiile cu propozitii si operatiile cu
multimi. Simbolurile utilizate in calculul propozitional se mai numesc si conectori logici.

Ne situam astfel in cadrul calculului propozitional, iar cand ne referim la calcul ne vom axa la studiul
propozitiilor rezultate din calcul doar din punct de vedere al valorii de adevar, nu si al continutului pe
care-l reprezinta, ceea ce ne intereseaza in studiu fiind evidentierea relatiilor logice.

in continuare, vom utiliza termenul de propozitie in sensul in care l-am definit matematic, adics al
oricarui enunt pentru care putem stabili valoarea de adevar (sau valoarea logicd) si vom considera ca
o propozitie este determinata daca i cunoastem valoarea de adevar.

Definitia 1:
Fie P propozitie. Prin negatia propozitiei P vom intelege o noua propozitie notata —p sau p,
pentru care valoarea de adevar se determina astfel:

- daca p (1)- propozitie adevarata, atunci —p (0) — propozitie falsa;

- daca p (0)- propozitie falsa, atunci —p (1) — propozitie adevarata.

Simbolurile — si  reprezinta negatia, scrierile —p sau P citindu-se non p.
Putem consemna regula anterioara in urmator tabel, numit si tabel al valorilor de adevar (sau
tabelul valorilor logice):

—p

1 0

0 1
Exemple:
Cazul 1. p - propozitie adevarata
p:3+2=5(1), v(p)=1 —p:3+2=5 (0), V(=p)=0
Rezultatul adunarii numerelor 3si 2 Prin negatie, expresiei este egal ii corespunde expresia nu
este egal cu 5. este egal sau este diferit.

Rezultatul adunarii numerelor 3 si 2 nu este egal cu 5.

Important! Propozitile :3+2=7 sau r:3+2<5, desi sunt false,

nu reprezinta negatii ale propozitiei p .
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Negatia trebuie sa cuprinda toate cazurile care nu
corespund propozitiei adevarate, in situatia de fata faptul ca
adunarea numerelor 3 si 2 nu este egala cu 5 conduce fie la
3+2<5,fiela3+2>5.

Cazul 2. p - propozitie falsa

p:3+2<5(0), V(p)=0 —p:3+225 (1), V(=p) =1
Rezultatul adunarii numerelor 3si 2 Prin negatie, expresiei mai mic ii corespunde expresia nu
este mai mic decat 5. este mai mic sau este mai mare sau egal.
Rezultatul adunarii numerelor 3 si 2 nu este mai mic decat
5.
Important! Propozitile (:3+2=5 (0) sau r:3+2>5 (1) nu

reprezinta negatii ale propozitiei p .

Negatia trebuie sa cuprinda toate cazurile care nu
corespund propozitiei false, in situatia de fata faptul ca
adunarea numerelor 3 si 2 este mai mica decat 5 conduce
fiela3+2=5,fiela 3+2>5.

Observatii si consecinte ale definitiei:
1. Avand o propozitie P, putem formula negatia propozitiei, —p , iar pentru aceasta putem formula

negatia propozitiei —Pp pe care o numim dubla negatie sau negatia negatiei, —(—p) sau p.In
tabelul urmator se observa faptul ca prin dubla negatie a unei propozitii revenim la propozitia initial3,
atat ca valoare de adevar cat si la sensul continutului propozitiei initiale.

P p
1 0
0 1 p

= o ol
o r»r Tl

2. Legatura dintre negatie si complementara unei multimi.

Considerdm o multime nevidd M si o submultime (parte) a acesteia, S, deci S < M (incluziune

nestrictd). In aceste conditii avem:
- notatia P(M) pentru multimea tuturor submultimilor (partilor) multimii M, deci
SeP(M)
- & si M sunt submultimi improprii ale multimii M (adica orice multime nevida are drept
submultimi multimea vidd si multimea insasi); cum <M si M c M, obtinem c3
P(M) =, iarin cazul in care M =, atunci cardP(M) > 2 (numarul de submultimi este
de cel putin 2);
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- S - submultime proprie a multimii Mdacd ScM,S#Jsi S#M sau ScM
(incluziune strictd) si S = J;

- multimea M —S se numeste complementara submultimii S in raport cu multimea M,
reprezintd o submultime a multimii M, M —S = M, si se noteazd C,, (S), sau prin §,
atunci cdnd multimea M poate fi subinteleas3.

- intr-o reprezentare cu ajutorul diagramelor Venn, evidentiem relatiile dintre multimea M,

submultimea proprie S si complementarea acesteia C,, (S):

C, (S)=M =S sau

M = ScM,S=TsiS=M _
S=M-S
Multime M nevid3 Submultime S a multimii M Complementara submultimii S
Propozitii adevarate
Existd X e S . Exista X € § .
Exista xe M . Oricare Xe S, xeM . Oricarex.gg,x.gm,

Exista Xxe M , xeS. ExistéXeM,ng-

Legatura dintre operatii cu
multimi si calculul Proprietati - multimi
propozitional

Corespondenta in calculul
propozitional

SNS=C - nu existd ol
- {(v(p)}n{v(p)}=2 :
elemente  comune  unei o .
submultimi si complementarei © Propozitie si negatia sa nu pot
acesteia. avea aceeasi valoare de adevar

SUS =M -orice element al {V(p)}u{v(p)}:{O,l}-
multimii M este fie element yajorile de adevdr ale unei
al unei submultimi a sa, fie propozitii si ale negatiei sale
element al complementarei formeazs intreaga multime de
acesteia. valori de adevar.

S=s - complementara {v(p)}:{v(p)}
complementarei multimii S

Negatia negatiei unei propozitii
este tot multimea S

P este tot propozitia P .
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3. Negatia unui predicat.

Consideram p(X) este un predicat unar, de variabild X € M care are proprietatea P, pentru care

am notat cu A(p) multimea sa de adevdr, unde — evident A(p)c< M .
Negatia predicatului p(X), notatd cu p(X), reprezinta predicatul de variabild X € M care nu are

proprietatea P, in acest caz avand drept multime de adevir A(p)=A(p), adici

A(p)=M —A(p).

Exemplu:

Fie predicatul p(x): IX=x, xe [0,+oo) si are multimea de adevar A(p) = {0,1} .

Negatia sa este E(X) : \/; =X, Xe [O, +oo) , caz In care are multimea de adevar
A(p) =[0,+0)-{0,1} = (0,1) U (L, +m0).

4. Negatia unei propozitii universale. Negatia unei propozitii existentiale.

Cazul 1. (VX) p(X), (VX)q(X) - propozitii universale

p(x): [x+3]=[x]+3, xeR q(x): [3x]=3[x] , xeR
(WX) p(x) (1) — propozitie universala (Wx)q(x) (0) — propozitie universala falsa
adevarata (tema!) (temal)
Oricare ar fi xe R, X are proprietatea Oricare arfi xe R, X are cu proprietatea
[x+3]=[x]+3. [3x]=3[x].
Negatia propozitiei (VX) p(X) Negatia propozitiei (VX)q(X)
Nu orice X € R are proprietatea Nu orice X € R are proprietatea [3X] = 3[X] :
[X+3]=[X]+3' Deci
Deci Exista X € R, care nu are proprietatea
Exista X € R care nu are proprietatea [3)(] = 3[)(] .

[x+3]=[x]+3.
Existd X € R care are proprietatea

[x+3]=#[x]+3.

Existd X € R care are proprietatea [3X] # 3[X] .

Retinem:
Negatia propozitiei (VX)p(x) este (3X) p(x)..
Prin negatia unei propozitii universale asociatd predicatului p(x) se obtine o propozitie
existentiala asociata negatiei respectivului predicat.

Negatia unei propozitii universale adevarate = Negatia unei propozitii universale false
reprezinta propozitie existentiala falsa. reprezinta propozitie existentiala adevarata.
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Cazul 2. (3x) p(X), (3X)q(X) - propozitii existentiale

p(x): xX*=3x+2=0, xeR q(x): [x|<-2, xeR
(3x) p(x) (1) - propozitie existentiala (3x)q(x) (0) — propozitie existentiala falsa
adevarata (tema!) (temal)
Existd X € R cu proprietatea X*> —3x+2=0. Existi Xe R cu proprietatea |X| <-2.
Negatia propozitiei (IX) p(X) Negatia propozitiei (3x)q(x)
Nu exista X € R cu proprietatea

Nu existd X € R cu proprietatea |X| <-2.
x*—3x+2=0.

Deci
Deci . .
. . Oricare X € R, X nu are proprietatea |X| <-2.
Oricare X € R , X nu are proprietatea
X2 —-3x+2=0. Oricare X e R, Xare proprietatea |X| >-2.

Oricare X e R, X are proprietatea
x*—3x+2=%0.

Retinem:
Negatia propozitiei (Ix) p(x) este (VX)p(x).
Prin negatia unei propozitii existentiale asociate predicatului p(X) se obtine o propozitie

universala asociata negatiei respectivului predicat.
Negatia unei propozitii existentiale adevarate Negatia unei propozitii existentiale false
reprezinta propozitie universala falsa. reprezinta propozitie universala adevarata.

(V)p(X) @) p(x)  @OpX)  (VX)p(x)
1 0 1 0
0 1 0 1

5. Negatia unor propozitii asociate predicatului binar p(X,Yy).

Propozitia Negatia Propozitia Negatia
(V)WY PGY)  (@x)@y) p(x, y) @)EY)PGY)  (vx)(VY) p(X, )
1 0 1 0
0 1 0 1
Propozitia Negatia Propozitia Negatia
(V)EYIPGY)  @x)(vy) p(x, y) E)YIP(Y) - (vx)@y)p(x, y)
1 0 1 0
0 1 0 1
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Definitia 2:

Fie p,q propozitii. Prin conjunctia propozitiillor P si  vom intelege o noua propozitie notata
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P A(Q , pentru care valoarea de adevar se determina astfel:

- daca p(1)si g (1) - propozitii adevarate, atunci p A ( (1) — propozitie adevarata;

- in toate celelalte cazuri (ambele false/ una adevarata - una falsa, deci cel putin una falsa)

obtinem P A Q (0)— propozitie falsa.

Simbolul A reprezinta conjunctia si reprezinta un operator (simbol asociat unei operatii),

iar scrierea P A Q se citeste p siq.

Putem consemna regula anterioara in urmator tabel, numit si tabel al valorilor de adevar

(sau tabelul valorilor logice):

Exemple:

P 4 PAQ
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0o o0 0

Cazul 1. p, Q- propozitii adevarate

2 1 3 1
T Z=2(1),0:===(1
p 2 2()q6 2()
2 1 3 1
S =TsiZ=2(1
IO/\OI4 2'5'6 2()

Cazul 2. p, Q- propozitii false

p:3<2(0),g:2<0 (0)
pAQ:3<2si2<0(0)

In enunturi intalnim uzual astfel de legaturi intre propozitii, la fel
folosim uzual in rationamente operarea de tip conjunctie. Tn cazul
de fatd, ambele propozitii fiind adevarate, conjunctia lor este
adevarata si, tinand cont de proprietatea de tranzitivitate a relatiei

de egalitate, obtinem o noua propozitie adevarata, I :

BN
olw

in cazul de fatd, ambele propozitii sunt false, conjunctia lor
reprezinta tot o propozitie falsa.

Tindnd cont de proprietatea de tranzitivitate a relatiei de
inegalitate stricta, obtinem o noua propozitie falsa (ca o consecinta
a propozitiilor date, r: 3<0.
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Cazul 3. p - propozitie falsa, (] - propozitie adevarata

P : Restul impartirii numarului 2022 la 4 este egal cu 0. (0)

g: Anul bisect este reprezentat de orice numar natural divizibil cu 4 .(1)

pPAq (0)

qAp (0)

in cazul de fatd, cum prima propozitie este falsi si a doua
adevaratd, deci operam cu cel putin un fals, conjunctia lor este
falsa si, tinand cont de proprietatea de tranzitivitate a relatiei de
egalitate, obtinem o noud propozitie falsa, r: Numarul 2022
corespunde unui an bisect.

Atunci cand spunem ca ,Andrei si Bogdan sunt prieteni.” Avem
acelasi sens, deci acelasi enunt, exceptia ordinea numelor, cu a
spune ,Bogdan si Andrei sunt prieteni.” La fel, conjunctia
reprezintd o propozitie falsa, indiferent care este ordinea
propozitiilor.

Observatii si consecinte ale definitiei:

1. Avand propozitiile p, gsi I, identificam in baza tablei conjunctiei urmatoarele proprietati:

PAp (1)daca p (1)
PA P (0)daca p (0)

PAPD (0)

PAQ si AP au aceeasi
valoare de adevar = si
pastreaza aceeasi
semnificatie din punct de

vedere al continutului
(pAQ)AT si pa(qar)
au aceeasi valoare de
adevar, in fiecare dintre
cazurile in care se situeaza
valorile de adevar ale
propozitiilor ce le formeaza

Conjunctia unei propozitii cu ea insasi are ca rezultat propozitia
insasi (atat ca valoare de adevar, cat si ca semnificatie a
continutului).

Conjunctia dintre o propozitie si negatia sa are ca rezultat o
propozitie falsa.

Justificare: cele doud propozitii implicate au valori de adevar
diferite, deci cel putin una dintre ele este falsa.

Ordinea propozitiilor in operatia de conjunctie nu conteaza.

PAQAT are aceleasi valori de adevar, indiferent de asocierea
termenilor. Mai mult, in cazul unui calcul propozitional in care
intervin doar conjunctii, adevar se obtine numai atunci cand toate
propozitiile implicate sunt adevarate.

O O OO R R RR
O O R B OO KRR
O R O R ORKROR
O O 0O OO0 O KK
©O O 0O OO O R
O OO O0DO0OOO0OO0oO R
O OO 0000 M
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Observatie:
- in cazul unui calcul propozitional ce implica 2 propozitii,
numirul de cazuri care se analizeaz3 este 4 = 22
- in cazul unui calcul propozitional ce implica 3 propozitii,
numarul de cazuri care se analizeazs este 8 =2°.

2. Prin conjunctia a doua sau a mai multor propozitii se obtin propozitii compuse (in studiul limbii,
similar cu frazele). In general, prin operarea cu doud sau a mai multor propozitii se obtin propozitii
compuse.

3. Utilizam conjunctia si in cazul predicatelor. Exemplificdm pentru un sistem de ecuatii:

p(X,y) a(x, y) P(X, ¥) Aq(X,Y)

Xx+y=3,xeR,yeR Xy=2,xeR,yeR X+y=3
S) « 2,XGR,yeR

in acest caz, multimea de adevdr a predicatului obtinut prin conjunctie este
A(pAQ) ={(L2);(2,1)}, reprezentand multimea solutiilor sistemului (S), adic3 toate perechile

de numere reale care verifica prima ecuatie a sistemului si a doua ecuatie a sistemului.

Astfel, avem proprietatea A(p A Q) = A(p) N A(Qq) .

Ne putem explica astfel si asemanarea simbolurilor pentru operatia conjunctie - A- de la calculul
propozitional si cel pentru operatia intersectie - M - de la calculul cu multimi.

4. Legatura dintre operatia intersectie si operatia conjunctie.
Reamintim ca pentru A si B multimi s-a definit operatia intersectie, notatd AN B, rezultatul

operatiei fiind multimea care este formatd numai din elementele comune multimilor A si B.

Utilizand scrierea propozitionald, AN B = {X|(X € A) A (X € B)} sau, simplificat — prin neglijarea

parantezelor, ANB = {X|X eA A Xe B}. Astfel, apar proprietdti similare ale intersectiei cu cele

de la conjunctie: oricare A B,C multimi, ANA=A; ANB=BnA;
(ANB)NC =AN(BNC).Inplus, ne reamintimcd AN = .

Definitia 3:
Fie P,q propozitii. Prin disjunctia propozitillor P si q vom intelege o noua propozitie notata

PV Q , pentru care valoarea de adevar se determina astfel:

- daca p(0) si g (0)- propozitii false, atunci p Vv q (0) - propozitie falsa;
- in toate celelalte cazuri (ambele adevirate/ una adevarata - una falsa, deci cel putin una
adevarata) obtinem p v q (1) — propozitie adevarata.
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Simbolul v reprezinta disjunctia si reprezinta un operator (simbol asociat unei operatii), iar
scrierea PV (Q se citeste p sau q.

Putem consemna regula anterioara in tabelul valorilor de adevar pentru disjunctie:

P 9 pvQ
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 o 0

Exemple:
Cazul 1. p, Q- propozitii adevarate

2 1 3 1
p:—=—=1(1),q: === (1)
4 2 6 2
_ 2 B 1 3 B 1 in cazul de fatd, ambele propozitii fiind adevarate, disjunctia lor
pPva: 4 2 sau 6 2 este adevdratd. Propozitia compusd rezultatd prin disjunctie
(1) sugereaza cd putem alege oricare dintre reprezentantii fractiei

ireductibile E pentru a fi utilizata Tntr-un rationament.

Cazul 2. p - propozitie adevdratd, q - propozitie falsa

p:3=3.(1)

g: 3<3.(0)

pvqg (1) in cazul de fatd, cum prima propozitie este adeviratd si a doua
falsa, deci operam cu cel putin un adevar, disjunctia lor este
adevdrata.
Integrand cele doua continuturi Tntr-unul singur, obtinem
propozitia compusa adevarata:

pvqg:3<3.
qv p (1) La fel ca la conjunctie, si la disjunctie, ordinea propozitiilor in

operatie nu conteaza (nu schimbad nici valoarea de adevar, nici
sensul asociat propozitiei compuse).
Retinem ca in raport cu disjunctia, este suficient ca una dintre
propozitii sa fie adevarata pentru ca rezultatul disjunctiei sa
reprezinte o propozitie adevarata.

Cazul 3. p, Q- propozitii false

p:3<2(0),q:3=2 (0)

pv(Q:3<2sau3=2 (0) in cazul de fati, ambele propozitii sunt false, disjunctia lor
reprezinta tot o propozitie falsa.
pvQg:3<2(0).
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Observatii si consecinte ale definitiei:
1. Avand propozitiile p, gsi I, identificam Tn baza tablei disjunctiei urmatoarele proprietati:

pv p (1)daca p (1) Disjunctia unei propozitii cu ea fnsasi are ca rezultat propozitia

pv p (0)daci p (0) insasi (atat ca valoare de adevar, cat si ca semnificatie a
continutului).

PVE (1) Disjunctia dintre o propozitie si negatia sa are ca rezultat o

propozitie adevarata.
Justificare: cele doud propozitii implicate au valori de adevar
diferite, deci cel putin una dintre ele este adevarata.
pvqg si gv p au aceeasi Ordinea propozitiilor in operatia de disjunctie nu conteaza.
valoare de adevar i
pastreaza aceeasi
semnificatie din punct de
vedere al continutului
(pvq)vr si pv(qu) PV vVvrare aceleasi valori de adevdr, indiferent de asocierea
termenilor. Mai mult, in cazul unui calcul propozitional in care
intervin doar disjunctii, fals se obtine numai atunci cand toate
Yy - propozitiile implicate sunt false.

propozitiilor ce le formeaza

au aceeasi valoare de
adevar, in fiecare dintre

O 00O R R R R
O O R = OO R =
O R O R O =R O =
OO R R R R R R
O R R R ORRR
O R R R R R R R
O R R R R R R R

2. Utilizam disjunctia si in cazul predicatelor. Exemplificam pentru un rationament care implica
abordarea pe cazuri:

p(x,y) a(x, y) p(x,y)va(x,y)

x+3=0,xeR,yeR y—-2=0, xeR,yeR (x+3)(y-2)=0,
xeR,yeR

in acest caz, multimea de adevir a predicatului obtinut prin disjunctie este

A(pva)=A(p)UA@Q), unde A(p) = {(—3, y),(Vy)y e R} , respectiv

A(Q) = {(X, 2),(VX)x e R} , deci A(pvVv Q) reprezentand reuniunea multimilor solutiilor cazului
X+3=0 sicazului y—2=0.
Astfel, avem proprietatea A(pv Q) = A(p) U A(q) .

Ne putem explica astfel si asemanarea simbolurilor pentru operatia disjunctie - v - de la calculul
propozitional si cel pentru operatia reuniune - U - de la calculul cu multimi.
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3. Legatura dintre operatia reuniune si operatia disjunctie.

Reamintim cd pentru A si B multimi s-a definit operatia reuniune, notatd AU B, rezultatul
operatiei fiind multimea care este formata atat din elementele multimii A cat si din elementele
multimii B, luate o singura dat3 (nedublate).

Utilizadnd scrierea propozitionald, AUB = {X|(X € A) v (X € B)} sau, simplificat — prin neglijarea

parantezelor, ALUB = {X|X eA v Xe B}. Astfel, apar proprietéti similare ale reuniunii cu cele de

la disjunctie: oricare A,B,C multimi, AOUA=A; AuB=BUA; (AuB)uC=AuU(BUC).

n plus, ne reamintimcd AU = A.

Definitia 4:
Fie p,g propozitii. Prin implicatia propozitiilor p si  vom intelege o noua propozitie notata

P — q , pentru care valoarea de adevar se determina astfel:

- daca P (1) propozitie adevarata si ( (0) — propozitie falsa, atunci p — ( (0) — propozitie
falsa;

- in toate celelalte cazuri (ambele adevarate/ ambele false, prima falsd — a doua adevaratd)
avem P — ( (1) - propozitie adevarata.

Simbolul — reprezinta implicatia si este un operator de relatie (simbol asociat unei relatii), iar
scrierea P — ( se citeste p implica g sau daca p, atunci .
Pentru p — (, dam urmatoarea interpretare celor doua propozitii:

- P se numeste ipoteza (premisa care reprezinta datele cunoscute (date de intrare — la
informatica input data) ale unei probleme; mai spunem ca P este conditie necesara
pentru (;

- (g se numeste concluzie (ceea ce trebuie verificat/validat/demonstrat); mai spunem ca
propozitia  este conditie suficienta pentru p .

Putem consemna regula anterioara in tabelul valorilor de adevar pentru implicatie:

P 94 p—qQ

1 1 1 Adevarul implica adevar.

1 0 0 Adevarul nu poate implica fals.

0 1 1 Un fals poate implica un adevar (eroare de rationament).
0 o 1 Falsul implica fals.
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Cazul 1. p, Q- propozitii adevarate
p: 2019° +2-2019+1=2020% (1), q: 2019° +2-2019+1 este patrat perfect (1)

P—>q:
20197 +2-2019 +1=2020°

implicd 2019% +2-2019+1
este patrat perfect (1)

Cazul 2. p, Q- propozitii false

Tn cazul de fat, ambele propozitii fiind adevirate, implicatia lor
este adevarata.

n acest caz intelegem prin p — ( si:
Daci 2019%+2-2019+1=2020%, atunci 2019°+2-2019+1
este patrat perfect.

P : Exista un triunghi cu lungimile laturilor egale cu 1, 2 si 3. (0), q : Exista un triunghi cu
perimetrul egal cu 6 care are laturile de lungimi 1, 2 si 3. (0)

p—q (1)

n cazul de fatd, ambele propozitii fiind false, implicatia lor este tot
adevarata (un fals implicG un alt fals, ca o consecintd logicd a
primului).

n acest caz, prin p — ( intelegem:

Daca exista un triunghi cu lungimile laturilor egale cu 1, 2 si 3,
atunci exista un triunghi cu perimetrul egal cu 6 si cu laturile de
lungimi 1, 2 si 3.

Cazul 3. p - propozitie falsa, ( - propozitie adevarata

p:3=-3.(0)
q: F=(-3)% (1)
p—>q (1)

in cazul de fatd, cum prima propozitie este falsi si a doua
adevarata, implicatia lor este adevarata (un fals implicd un adevdr,
ca o consecintd logicd a primului). Este cazul nefericit al obtinerii
unui rezultat valid printr-o eroare de rationament.

Integrand cele doua continuturi Tntr-unul singur, obtinem
propozitia compusa adevdrata p —>(:

Dacs 3=-3, atunci 3’ =(-3)°.

Cazul 4. p - propozitie adevaratd, (- propozitie falsa

P:3<4 (1), q: —-3<—4 (0)

p—q (0)

Cazul de fata, in care prima propozitie este adevarata si a doua
falsa , este singurul caz in care implicatia reprezinta o propozitie
falsa. Retinem ca un adevar nu poate implica un fals.

Integrand cele doud continuturi ntr-unul singur, obtinem
propozitia compusa falsa p — Q:

Daca 3<4, atunci —3<—4.
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Observatii si consecinte ale definitiei:
1. Avand propozitiile p, gsi I, identificam Tn baza tablei implicatiei urmatoarele proprietati:

p—p (1) Implicatia unei propozitii cu ea insasi are ca rezultat o propozitie
adevarata, fie ca adevarul implica adevar, fie ca falsul implica fals.
Spunem ca implicatia este o relatie reflexiva.

P> p (1) daca p Exemple:

(0) p— p (1):Daca 3+ 3, atunci 3=3.
si _ P — p (0):Daca 3=3, atunci 3= 3.
pPp—>p (0) daca p
(1)
pP—qg si g— p Ordinea propozitiilor in implicatie conteaza.
reprezintd propozitii | P q p—>q q—>p
cu aceeasi valoare de |1 1 1 1
adevar numai in cazul |1 0 0 1
in care pPsi Qau |0 1 1 0
aceeasi valoare de |0 0 1 1
adevar.
[(Poa)a@on]-Cim |

Daca p—>qQq sig—r,atunci p—>1T1.
—~>(p—>n@)

Relatia implica este tranzitiva.

propozitie adevarata,
oricare ar fi valorile de
adevar ale
propozitiilor p, (Qsi
r

O R O R O KR O K
R R R R OO R R
R R ORRROR
= = O R OO0 KR
=R R RO RO R
e N e N N N

1 1
1 1
1 0
1 0
0 1
0 1
0 o
0 0

2. Utilizam implicatia si in cazul predicatelor ins3, Tn acest caz, simbolul — este Tnlocuit de simbolul

=> (citit si rezultad). Exemplificam:

p(x,y) a(x, y) p(x,y) = q(x,y)
Xx+y=10, xeN,yeN x <10 si y <10, Daca xeN,yeN si
xeN,yeN X+ Yy =10, atunci (rezultd)

x <10 si y <10.
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Astfel:
- dacd particularizim x=3,y=7, atunci obtinem p(3,7) (1) si q(3,7) (1), deci
pP(3,7) > q(3,7) (1) (adevarul implica adevar);
- dacd particularizim Xx=9,y=5, atunci obtinem p(9,5) (0) si q(9,5) (1), deci
p(9,5) —> q(9,5) (1) (falsul implicd adevar);
- dacd particularizam x =15,y =7, atunci obtinem p(15,7) (0) si q(5,7) (0), deci
p(5,7) — q(@5,7) (1) (falsul implica fals);
ns4, in raport cu exemplul dat:
- nicio particularizare a variabilelor Xxe N,y e N pentru care din predicatul p(x,y) se
obtine propozitie adevarata nu va conduce la o propozitie falsa obtinuta din predicatul
q(x, y).
Putem formula urmatoarea proprietate:
Daca A(p) < A(Q) si A(q) = A(p), atunci p(X,y) = q(X, y) determina propozitii adevirate
pentru oricare pereche de valori din domeniul pe care sunt definite predicatele.
Intr-un astfel de caz spunem ci predicatul g(x,y) este o consecinta logicd a predicatului

p(x,y).

Mai spunem cd p(X,Y) este o ipotezd sau conditie necesard, iar (X, Y) este o concluzie sau
conditie suficienta.

Retinem ca enuntul multor probleme (dar nu al tuturor) este propozitie compusa de tip
implicatie.

Definitia 5:
Fie P,q propozitii. Prin echivalenta propozitiilor p si  vom intelege o noua propozitie notata

p <> q , pentru care valoarea de adevar se determina astfel:

- daca p si 0 au aceeasivaloare de adevar, atunci p <> ( (1) — propozitie adevarata;
- daca p si g auvalori de adevar diferite, atunci p <> g (0) — propozitie falsa;.

Simbolul <> reprezinta echivalenta si reprezintda un operator de relatie (simbol asociat unei
relatii), iar scrierea P <> ( se citeste p echivalent cu g sau P daca si numai daca (.

in acest caz spunem ci propozitia P este conditie necesara si suficientd pentru propozitia ( si
reciproc.
Putem consemna regula anterioara in tabelul valorilor de adevar pentru echivalenta:

P g p<q

1 1 1 Orice doua adevaruri sunt echivalente din punctul de vedere al logicii.
1 0 0 Un adevar nu poate fi echivalent cu un fals, asa cum un fals nu poate fi
0o 1 0 echivalent cu un adevar.

0 0 1 Orice doua falsuri sunt echivalente din punctul de vedere al logicii.
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Cazul 1. p, Q- propozitii adevarate

P:2+0+2+2=6=2-3(1), q: 3|2022(1)

p<Q:
2+0+2+2=6=2-3
echivalent cu 3|2022 (1)

Tn cazul de fatd, ambele propozitii fiind adevirate, ele sunt
echivalente din punct de vedere logic (echivalenta este o propozitie
adevarata).

Tn acest caz intelegem prin p <> q si:

2+0+2+2=6=2-3 dacasi numai daca 3|2022.

sau
Daca suma cifrelor numarului 2022 este multiplu de 3, atunci
numarul 2022 este multiplu de 3, si reciproc, daca numarul 2022
este multiplu de 3, atunci suma cifrelor numarului 2022 este
multiplu de 3.

Cazul 2. p, Q- propozitii false

P : Suma lungimilor laturilor bazelor unui trapez, exprimate prin numere naturale consecutive,
este parad. (0), g : Linia mijlocie a trapezului cu bazale de lungimi numere naturale consecutive are

o lungime exprimata printr-un numar natural. (0)

p<q (1)

Tn cazul de fatd, ambele propozitii fiind false, echivalenta lor este
tot adevarata (un fals echivaleazd logic cu orice alt fals).

n acest caz, prin P <> ( intelegem:

Tntr-un trapez cu lungimile bazelor exprimate prin numere naturale
consecutive, suma lungimilor bazelor are ca rezultat un numar par
daca si numai daca linia mijlocie a trapezului este exprimata printr-
un numar natural.

Cazul 3. p - propozitie falsa, ( - propozitie adevarata

p:3=-3.(0)
q: 3 =(-3)% (1)
p<q (0)

q<>p(0)

in cazul de fati, cum prima propozitie este falsi si a doua
adevarata, echivalenta lor este falsa (niciun adevdr nu este
echivalent logic cu niciun fals).

Integrand cele doud continuturi ntr-unul singur, obtinem
propozitia compusa falsa p <> Q:

3=-3 daci si numai daci 3° = (-3)°.
Si in acest caz (prima propozitie este adevdrata, a doua falsa),
echivalenta este falsa.
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Observatii si consecinte ale definitiei:

1. Avand propozitiile p,

p<p (1)

p<>p(0)

p<>q si qep
reprezinta propozitii
echivalente logic, deci
(pea)e (@ p)
(1)

[(pea)r(@on]:

—>(pen@)

propozitie adevarata,
oricare ar fi valorile de
adevar ale
propozitiilor p, ( si
r

[(pP>a)A(@—>p)]

< (pea)d

propozitie adevarata,
oricare ar fi valorile de
adevar ale
propozitiilor p si (.
Relatia de echivalenta
este o relatie de dubla
implicare.

gsi I, identificdm Tn baza tablei echivalentei urmatoarele proprietati:

Orice propozitie este echivalenta cu ea insasi.
Spunem ca echivalenta logica este o relatie reflexiva.

O propozitie si negatia sa nu sunt echivalente logic.

Ordinea propozitiilor in echivalenta nu conteaza.
Spunem ca relatia de echivalenta logica este simetrica.

p q p<>qQq g p

1 1 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1
Citim:

Daca p«<>(Qqsig<«>r,atunci p<r.
Relatia de echivalenta logica este tranzitiva.

O O R R OO = =
O R O R O R O K
== 0 0 O O R =
= O O kR =R OO K
= O O OO0 O O Kk
= O R OOk Ok
N N N R

1
1
1
1
0
0
0
0

—Citim:
P—(Q si q— pdacasinumaidaca p<> (.
Relatia implicatie este antisimetrica.

or omR
R RO R
R O R R
R oo R
R oo R
R R R R

1
1
0
0
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2. Utilizam explicatia si in cazul predicatelor insa, in acest caz, simbolul <> este Tnlocuit de simbolul
< . Exemplificam:

p(x,y) a(x, y) p(x,y) < a(x,y)
x-y=1,xeR,yeR y=x-1, xeR,yeR X—Yy =1 dacad si numai daca
y=X-1,unde XeR,yeR

Astfel:
- daca particularizam x=3,y=2, atunci obtinem p(3,2) (1) si q(3,2) (1), deci
P(3,2) <> q(3,2) (1) (adevarul echivalent cu adevar)
- dacd particularizam x=3,y=3, atunci obtinem p(3,3) (0) si q(3,3) (0), deci
P(3,3) <> q(3,3) (1) (falsul echivalent cu fals);

ns&, in raport cu exemplul dat:
- nicio particularizare a variabilelor Xe R,y € R nu determind propozitie cu valoare de

adevdr obtinutd din predicatul p(X,Yy) diferitd de valoarea de adevar a propozitiei
obtinuta din predicatul q(X,Y).

Putem formula urmatoarea proprietate:
Daca A(p) = A(Q), atunci p(X,y) < q(X,y) determinad propozitii adevarate pentru oricare

pereche de valori din domeniul pe care sunt definite predicatele. Putem spune astfel ca relatia
de egalitate pe multimi este o relatie de dubla incluziune ( A(p) < A(Q) si A(p) 2 A(Q)).

intr-un astfel de caz spunem ci predicatul ¢(X,y) este o consecintid logici a predicatului
p(X,y) asacumsi p(X,Y) este consecinta logicd a lui q(X,Y).

Retinem ca enuntul multor probleme (dar nu al tuturor) este propozitie compusa de tip
echivalenta.

3. In baza definitiilor anterioare, cu ajutorul propodzitiilor si a conectorilor logici —,V, A obtinem

propozitii compuse, numite si formule, notate cu litere din alfabetul grecesc - «, £,....

Spre exemplificare, PV (Q este o propozitie compusd pe care putem s-o notam a(p,q),

evidentiind astfel care sunt propozitiile simple ce intervin.

Propozitia compusa care este adevarata pentru orice valori ale propozitiilor simple ce o compun se
numeste tautologie.

Doua sau mai multe propozitii compuse care depind de aceleasi propozitii simple si care dau
aceeasi valoare de adevar in toate cazurile generate de valorile de adevar ale propozitiilor simple
de care depind se numesc echivalente.
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Astfel, considerand p si ( propozitii simple si a(p,q) si S(p,q) doua propozitii compuse ce

depind de p si , vomintelege cd a(p,q) si S(Pp,q) sunt echivalente si vom scrie « =  daca:

- oricare ar fi valorile de adevar ale P si ( pentru care a(p,() este adevarata, atunci
B(p,q) este tot propozitie adevirats;
si

- oricare ar fi valorile de adevar ale p si g pentru care a(p,q) este falsa, atunci £(p,q)

este tot propozitie falsa.
Evidentiem in cele ce urmeaza o serie de echivalente si tautologii:

( p— q) - (pvg)Q) Implicatia este echlva!gnta cu disjunctia dintre negatia primei propozitii si
cea de-a doua propozitie.

tautologie

SN

Formulele p—>Qq i tie:

— 1)1 1 0 1 1 remarca

p Vv (q sunt echivalente. 1 0 0 0 0 1 m  prin
0 1 1 1 1 1 aceasta
0 O 1 1 1 1 echivale

ntd ca formula compusa P — g are la baza propozitille p si (, precum
si conectorii logici negatie si disjunctie. Tn acest sens, in lista conectorilor
logici prin care se formeaza propozitii compuse am inclus doar conectorii
de tip negatie, disjunctie si conjunctie.

[ pA (q v r)] AN Conjunctia este distributiva fata de disjunctie.
<[(prg)v(par)]
@ 1 1 1 1 1 1 1 1
tautologie 1 (1|0 1 0 1 1 1
[pA(@v)]= 1 0 1 O 1 1 1 1
1 0 O 0 0 0 0 0
=[(pAg)v(pAr)] 0 1 1 0 0 1 0 0
Formulele pAa(qvr)si 0 1 0 0 0 1 0 0
(pArg)v(pAar) sunt 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 O 0 0 0 0 0

echivalente. L
In raport cu operatiile pe multimi, avem similar distributivitatea

intersectiei fatd de reuniune, AN(BUC)=(AnB)U(ANC),
oricare A, B, C multimi.
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[pv(@an]e
< [(pva)a(pvr)]
@

tautologie
[pv(anar)]=
=[(pva)a(pvr)]

formulele pv(qQATr) si

(pvgA(pvr) sunt

echivalente.

p>a<>(@—p) (1)

tautologie

(p—>a)=(@—p)
Formulele pP—>Qq si
a—>6 sunt

echivalente.

pva< (pag) (1)

tautologie
pva=(pra)
Formulele pvqg i

P AQ sunt echivalente.

pAg<(pva) (1)

[(p>a)A(@— p)]«
< (p<0q) (D)

tautologie
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Disjunctia este distributiva fata de conjunctie.

—
(0]
3
Qe

1 1 1
1 1 o0
1 0 1
1 0 O
0 1 1
0 10
0 0 1
0 0 O

In raport cu operatile pe multimi, avem similar distributivitatea
reuniunii fata de intersectie, AU(BNC)=(AuB)n(AUC), oricare
A, B, C multimi.

1 1 0 O 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1
0O 1 1 O 1 1 1
0O 0 1 1 1 1 1

Propozitia P implica propozitia ( este echivalent cu faptul ca negatia
propozitiei ( implica negatia propozitiei p .

Negatia disjunctiei a doud propozitii este echivalentda cu conjunctia
negatiilor celor doua propozitii.

1 1 0 O 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0 0 1
0 1 1 O 1 0 0 1
00 1 1 0 1 1 1

Negatia conjunctiei a doua propozitii este echivalentd cu disjunctia
negatiilor celor doua propozitii.

Tema- construirea tabelului de adevar al propozitiei pAQ <> (pvQ)!

n raport cu operatiile pe multimi, avem similar relatiile lui De Morgan
pentru cazul Th care avem o multime M si submultimile A si B ale
acesteia:

AuUB=ANB; AnB=AUB.
Dubla implicatie reprezinta echivalenta.

O O R K-
Ol O K
S K= =Y
R O R -
= O O K
= O 0O K
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[(p—>a)A(@— p)]=

=(p<0q)

Formulele
(p—>a)A(@— p)si
p<q sunt
echivalente. B
(VX) p(x) <> (3X) p(x)
(1) tautologie B
(@) p(x) <> (VX) p(x)

(1) tautologie

(Vx) p(x) = (3X) p(x)
(1) tautologie
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n raport cu multimile, un rezultat similar este cel in care dubla incluziune
reprezinta egalitatea a doud multimi: AcC Bsi B < A este echivalent cu
A=B, oricare A, B multimi.

Negatia unei propozitii universale asociate unui predicat este echivalenta
cu propozitia existentialda a negatiei predicatului (vezi prezentarea de la
negatii).

Negatia unei propozitii existentiale asociate unui predicat este
echivalentd cu propozitia universald a negatiei predicatului (vezi
prezentarea de la negatii).

Dacd pentru oricare X propozitiile obtinute din predicatul p(X) sunt
adevarate, atunci exista cel putin o valoare atribuita variabilei X pentru
care se obtine propozitie adevarata din predicatul p(X).
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