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Unitatea Elemente de logica matematica: operatii
de invatare logice elementare, corelare cu operatiile si relatiile cu multimi; rationament prin
reducere la absurd; inductia matematica; probleme de numarare

Propozitii, predicate. Cuantificatori logici

Logica matematicd este un domeniu al matematicii, similar cu domeniul gramaticd in cadrul
studiului unei limbi. Tn acest sens, vom avea termeni comuni celor dous domenii — logicd matematic
si gramatica - precum propozitie, predicat, Thsa sensul dat va fi diferit. Cum la baza oricarui text
matematic stau propozitiile, in prezentarea de fata ne vom referi la acestea, le vom caracteriza, apoi
vom Tnvdta sa analizam constructii mai complexe, formate din mai multe propozitii.

Dictionarul de expresii va cuprinde si notiunile de Adevar si Fals, atribute principale prin care vom

analiza propozitiile.

Definitia 1: In sens matematic, numim propozitie orice enunt pentru care poate fi adevarat sau
poate fi fals, dar nu poate fi in acelasi timp si adevarat si fals.

Exemple:

ADEVARATE

3+5=8 3+5#8 3+5
3+5=9

1<2

7t este un numar irational. 7r nu este un numar irational. Afara ploua.

Centrul cercului reprezinta un Centrul cercului reprezinta un

punct care nu apartine acestuia. punct care apartine acestuia.

Orice dreapta contine cel putin Exista o dreaptd care este formata | Poartd masca!

doua puncte distincte dintr-un singur punct.

Exista o dreapta care este formata
din cel mult un punct.

Exista X € R astfel incat |X| <0. Oricare XxeR, X| >0.

Evitarea contactului apropiat cu Doar persoanele varstnice sunt
alte persoane diminueaza riscul expuse riscului de imbolnavire cu
imbolnavirii cu virusul SARS- virusul Sars-CoV-2.

CoV_2.
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Notatii, observatii si consecinte ale definitiei:
1. Atributele propozitiei in sensul logicii matematice se noteaza astfel:

Propozitie adevarata Propozitie falsa
A F
sau
1 0

2. Prin cele doua atribute — adevarat/fals - caracterizam o propozitie din punctul de vedere al valorii
sale de adevar. Astfel, valoarea de adevar este o proprietate a propozitiilor in sensul logicii
matematice. Atributul adevdrat poate fi asociat oricdrei afirmatii care corespunde unei realitati.

3. De regula, notatia unei propozitii in sensul logicii matematice se face cu literele mici ale
alfabetului latin: p, q, r, ... Exemple:

Notatiap: 3+5=8 (A) saup: 3+5=8 (1) Notatiaq: 3+5=9 (F) sauq: 3+5=8 (0)
Propozitia p este adevarata. Propozitia q este falsa.
Notatia v(p) =1 Notatia v(p) =0
Valoarea de adevar a propozitiei p este adevarul. Valoarea de adevar a propozitiei q este falsul.

Putem asocia ca notatie a propozitiilor, de exemplu cand sunt in numar mare, si o notatie combinata
de tip literd si indice: P, P,, P, ---
4. Faptul ca unei propozitii putem sa-i atribuim numai una dintre cele doua valori de adevar, ne
permite formularea a doua principii ale logicii propozitiilor:
- principiul tertului exclus: orice propozitie este adevarata sau falsd;
- principiul non-contradictiei: nicio propozitie nu poate fi in acelasi timp si adevarata si falsa.
Adaugam celor doua principii si:
- principiul identitatii: o propozitie isi pastreaza valoarea sa de adevar (am putea spune cd valoarea
de adevdr se pdstreazd, indiferent de contextul si momentul in care este utilizatd)
5. Un enunt care are o valoare de adevar este propozitie in sensul logici matematice, indiferent daca
enuntul este din domeniul matematic sau nu.
6. In-matematica existd enunturi care sunt propozitii, in sensul in care au o valoare de adevar si
pentru care:
- exista un rationament prin care se determind valoarea de adevar; astfel de enunturi le
regasiti in teorie si Tn aplicatii sub forma de probleme;
- se poate atribui adevarul, fara justificare; astfel de enunturi se numesc axiome; propozitii
de tip axiome au fost intalnite pe parcursul studiului matematicii; astfel, la baza elementelor
de geometrie se afld o serie de axiome, care genereaza intreaga structura logica,
necontradictorie, a geometriei; matematicianul Euclid a enuntat cunoscuta axioma a
paralelelor:
,Printr-un punct exterior unei drepte se poate construi o singura paraleld la dreapta
data.”

Acest material este oferit gratuit de matematrix.ro in conformitate cu CC-BY-SA
www.matematrix.ro



JAMATEMATRIX

D LECTII DE MATEMATICA
PRET-A-PORTER

- nu s-a formulat (pana in prezent) un rationament care sa asocieze atributul de adevarat sau
fals; astfel de enunturi se numesc conjecturi si au sensul de presupunere ce nu a putut fi nici
validata, nici infirmatd; un exemplu celebru este conjectura lui Goldbach: ,Orice intreg mai
mare decat 5 poate fi scris ca suma de 3 numere prime.”; cu trecerea timpului, unele
conjecturi au fost rezolvate, celebra fiind conjectura numita Marea teorema a lui Fermat:

,Ecuatia X"+Yy"=2" nu are solutii dacd n>2 este numéar natural, iar X,y si Zsunt
numere intregi nenule.”; de la momentul formularii acestei conjecturi de catre Fermat (1637)
au trecut aproape patru secole pana la rezolvarea completd a ecuatiei propuse, de catre

matematicianul Andrew Wiles (1994), moment de la care conjectura a fost Tncadrata la
categoria propozitii adevarate.

Definitia 2: In sens matematic, numim predicat orice enunt care depinde de una sau mai multe
variabile si care, pentru orice valori ale variabilelor, reprezinta propozitii adevarate sau false.
Multimea de valori care se pot atribui variabilelor predicatului formeaza universul predicatului.
Multimea valorilor atribuite variabilelor pentru care se obtin propozitii adevarate se numeste
multimea de adevar a predicatului.

Universul predicatului si multimea de adevar

Notatii, exemple, comentarii

Exemplul 1. p(X): 3x—-5=7, xeR

Pentru X =4, se obtine Pentru X =0, se obtine
p(1): 3-4-5=7 (A) p(0): 3-0-5=7 (F)
v(p(4)) =1 v(p(0)) =0

A(p) ={4}

- p(X) — predicatul p ce depinde de o variabila, X;
predicat unar;

- X —variabild (notatiei i se poate atribui cel putin
o valoare) 3x+5, xeR

- 0, 4 — exemple de valori atribuite variabilei X,
unde am tinut cont de domeniul (multimea) de
valori precizat in enunt (multimea numerelor reale
n cazul de fatd)

- p(4) — propozitia obtinuta din predicatul p( X ) prin
particularizarea variabilei X, pentru cazul X =4

- A(p)- multimea de adevar a predicatului p(X),
adica multimea tuturor valorilor care, atribuite
variabilei X, determina propozitii adevarate
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Exemplul 2. g(a,b): a® +b*=1, a,b e Z, predicat binar
A(q) ={(10);(-1,0); (0,2);(0,-1)}
Exemplul 3. r( X, X,, X;): xf +X§ +X§ >0, X, X%, X €R,
predicat ternar
AN)=RxRxR
Exemplul 4. t(X): X*+1=0, xeR
A(g) =<

Observatii si consecinte ale definitiei:

1. Dupa numarul de variabile pe care le contine, predicatul poate fi unar — depinde o variabila, binar
— depinde de doua variabile, ternar — depinde de trei variabile.

2. Prin particularizarea unei variabile intelegem atribuirea unei valori variabilei respective. Astfel, prin
particularizarea tuturor variabilelor predicatului se obtin propozitii. Fiecare propozitie are asociata
valoarea sa de adevar. Toate valorile atribuite variabilelor pentru care se obtin propozitii adevarate
formeaza multimea de adevar a predicatului.

3. in functie de multimea de adevir a predicatului, avem urmatoarele caracteriziri (exemplificare
pentru predicat unar, valabild si pentru celelalte tipuri de predicate):

p(x)
Multimea M  de Multimea de adevar Interpretare
valori ale variabilei X a predicatului p(X)
(universul
predicatului)
A(p)=9 Nicio propozitie obtinutd din predicatul p(Xx) nu
este adevadrata.
Cazul poate corespunde unei ecuatii care nu admite
solutii (pe multimea de valori ale variabilei) — ecuatie
incompatibila.
Exemplu: p(x):3x=5xeZ
Cardinalul A(p) O singura (unicd) propozitie obtinuta din predicatul

este ega| cul p(X) este adevarata.
Cazul poate corespunde unei ecuatii care admite
solutie unica (pe multimea de valori ale variabilei) —
ecuatie compatibila determinata.
Exemplu: p(x):3x=5xeQ

Cardinalul A(p) Evident, in conditiile date, A(p)< M (incluziune

este mai mare decat stricta).
1, dar diferitde M . Cel putin doua propozitii obtinute din predicatul
p(x) sunt adevdrate si cel putin una dintre

M=z

propozitii nu este adevarata.
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Cazul poate corespunde unei ecuatii care admite
solutii (pe multimea de valori ale variabilei, dar care
nu epuizeaza toate valorile din universul
predicatului) — ecuatie compatibila.

Exemplu: P(X):x*=5xeR

A(p)=M Toate propozitiile obtinuta din predicatul p(x) sunt
adevarate.
Cazul poate corespunde unei identitati.

Exemplu: p(X): |X| = |—X|,X eR

Definitia 3: Un enunt de forma ,oricare Xe M , are loc p(X)” se numeste propozitie universala
asociata predicatului p(X). Notatia unei astfel de propozitii universale este (VX)p(x), XeM,

unde simbolul V - citit oricare/oricare ar fi — se numeste cuantificator universal. Valoarea de
adevar a propozitiei universale (VX) p(x), Xxe M se stabileste astfel:

(WVX)p(x), xeM

(VX)p(x), xe M adevarata (1) Propozitiile obtinute prin particularizarea
variabilei X cu orice valoare din multimea M
sunt adevarate.

Exemplu: P(X):X*>0,xe€R implica faptul c3
propozitia universald (VX)p(x),XeR este
adevarata (patratul oricarui numar reale este mai
mare sau egal cu 0)

(VX)p(x), xe M falsa (0) Nu toate propozitile obtinute prin

particularizarea variabilei X cu valori din
multimea M sunt adevarate, deci exista cel
putin o valoare din M pentru care se obtine
propozitie falsa.
Exemplu: P(X):X*>0,xeR implica faptul c5
propozitia universald (VX)p(X), xeR este
falsi (pentru x=0eR, p(0):0°>0 este o
propozitie falsa).

Observatii si consecinte ale definitiei:

1. Tn cazul predicatului P(X) cu multimea de valori ale variabilei notatd M , avem:
p(x), xeM

() p(x) (1) A(p)=M
(VX)p(x) (0) A(p) =M (incluziune strictd)
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2. Tn matematica intalnim propozitii universale asociate si unor predicate de mai multe variabile.

Exemplificdm pentru cazul unor predicate binare:

P(X, y):(X+y)* =x*+2xy+ Yy, X, yeR

q(x, y) | x+y| =[x +|y. x.ye R

Important!

p(x,y), q(x,y)- predicate binare

(YX)(VY) p(x,y) Tn acest caz exemplul reprezinta
(1) o identitate algebrica.

(vx)(¥Y)q(x,y) Tn acest caz se obtin propozitii
(0) adevdrate numai Tn cazul in care
variabilele X si Yy au acelasi

semn (fie ambele mai mari sau
egale cu 0, fie ambele mai mici
sau egale cu 0).

Cele doua propozitii sunt
echivalente din punctul de
vedere al valorii de adevar, fie
sunt ambele adevarate, fie
ambele false.

("x)(Vy) p(x, y)
(Vy)(VX) p(x, y)

3. Stabilirea valorii de adevar a unei propozitii universale presupune:

n cazul in care
se cere
atribuirea valorii
de adevar (1) -
propozitie
universala
adevarata

n cazul in care
se cere
atribuirea valorii
de adevar (0) -
propozitie
universala falsa

De reguld, se procedeaza la rezolvare prin constructia unui rationament care
valideaza adevarul pentru oricare dintre propozitiile asociate predicatului.

Astfel, pentru p(X,Y): (X+Y)? = x* +2xy + y?, X,y € R, rationamentul utilizat
se bazeaza pe prelucrarea membrilor relatiei de egalitate pana la obtinerea unei
egalitati evidente:

(X+Y) > =(X+Y)(X+Y) = X2+ Xy + yX+ y> =x* +2Xy + y* adevirat, oricare
X, yeR.

Tn cazul unui predicat definit pe o multime de cardinal finit, mic, se poate
proceda si la verificarea directa a fiecarei propozitii prin inlocuirea variabilei cu
fiecare element al universului predicatului.

Metoda specifica pentru justificare in acest caz este contraexemplul.

Astfel, pentru q(X, y): |X+ y| = |X| + |y| , X, Y € R, particularizarea variabilelor de

tipul X=3€R,y=-1€ R determin3 propozitia q(3,-1): |3+ (—1)| = |3| +|—1|
%’_/ H—/

2 4
care este falsa, ceea ce este suficient pentru a justifica valoarea de adevar (0)

pentru (VX)(VY)q(X,Y).

n cazul in care nu se identificd un contraexemplu, se procedeaz la constructia
unui rationament similar cu cel in care se urmareste atribuirea adevarului, care
va conduce la o contradictie sau va evidentia dupa o serie de etape un caz
particular cu valoare de contraexemplu.
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Definitia 4: Un enunt de forma ,existd X € M astfel incat p(X)” se numeste propozitie existentiald
asociata predicatului p(X). Notatia unei astfel de propozitii existentiale este (IX)p(x), xeM ,

unde simbolul 3 - citit existd — se numeste cuantificator existential. Valoarea de adevar a
propozitiei existentiale (AX) p(X), X € M se stabileste astfel:

@) p(x), xeM

(3x) p(x) adevarats (1) Printre propozitiile obtinute prin
particularizarea variabilei X cu valori din
multimea M cel putin una este adevarata.
Exemplu: p(X):x*<0,xeR implicd faptul ci
propozitia existentiald (IX)p(X), XeR este
adevarata (patratul numarului O fndeplineste
conditia, fiind si singura valoare care verifica
relatia de inegalitate).

(3x) p(x) falsa (0) Toate propozitiile obtinute prin particularizarea
variabilei X cu valori din multimea M sunt
false, deci nu exista nicio valoare din M pentru
care se obtine propozitie adevarata.

Exemplu: p(X):x*><0,xeR implicd faptul ci
propozitia existentiald (IX)p(X), XeR este

falsd (patratul oricarui numar real nu poate lua
valori negative).

Observatii si consecinte ale definitiei:
1. Tn cazul predicatului p(X) cu multimea de valori ale variabilei notatd M , avem:
p(x), xeM
(3X)p(x) (1) A(p) <M (incluziune strictd)
Ex)p(x) (0) A(p)=2

2. Tn matematic3 intalnim propozitii existentiale asociate si unor predicate de mai multe variabile.
Exemplificam pentru cazul unor predicate binare:

p(X,y), 9(Xx,y)- predicate binare
p(x,y):Xx-yeQ,xeQ,yeR-Q (3)(Iy)p(x,y) Propozitie existentiald adevarata,
(1) deoarece

p(0,+/3):0-/3=0¢Q,
x=Oe(@,y=\/§eR—Q.

Observatie: doar pentru valoarea
rationala O atribuita variabilei X se obtine
propozitie adevarata!
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q(x,y): x2+y?<2xy,xeR,yeR (3X)@y)a(x,y) In acest caz toate propozitiile obtinute

Important!

(0) prin atribuirea de valori reale variabilelor
X si ¥ sunt false.

X2+ y? =X+ Yy’ —2xy +2Xy =
=(x—Yy)>+2xy >0+2xy = 2xy
—_—

>0
oricare Xe R,y e R, deci nicio pereche
de numere reale nu verifica inegalitatea
din enuntul predicatului q(X, Y) .

(3x)(Ay)q(x,y) Cele doud propozitii sunt echivalente din

Ay)(3@x)q(x, y) punctul de vedere al valorii de adevar, fie
sunt ambele adevarate, fie ambele false.

3. Stabilirea valorii de adevar a unei propozitii existentiale presupune:

n cazul in care se cere
atribuirea valorii de

adevar (1) — propozitie
existentiala adevarata

n cazul in care se cere
atribuirea valorii de
adevar (0) — propozitie
existentiala falsa

Metoda specificid pentru justificare in acest caz este exemplul. insd nu
intotdeauna identificarea exemplului este evidenta.

Astfel, in cazul p(X,¥):X-yeQ,xeQ,yeR-Q, am tinut cont de
proprietatea numarului real 0: produsul oricarui numar real cu 0 este egal
cu 0.

Tn cazul in care nu se reuseste identificarea unui exemplu, este necesara
constructia unui rationament care va identifica valorile variabilelor ce vor
constitui exemplul necesar.

In cazul r(X,y):3x+7y=13,XxeZ,y € Z, putem parcurge urmatorii
pasi de prelucrare a ecuatiei date:

Notand (|x|,|y) =d e N (cel mai mare divizor comun), rezultd c3 exist3

a,b € Z astfel incat x=da si y=db, si (|a,|b) =1 (prime intre ele).
Ecuatia devine d(3a+7b) =13, deci d |13, deunde d =1 sau d =13
Cazul d =13 implica 3a+7b=1.
in noua ecuatie, exemplificarea este mult mai vizibil3, astfel putand alege
a=-2 si b=1, ceea ce conduce la valorile particulare X=-26 si
y=13.
Cum r(—26,13):3-(-26)+7-13=-78+91=13 (1) — adevérat, rezults
ca propozitia existentiald (3X)(Iy)r(X, y) este adevarata.
n acest caz, bazdm argumentarea pe a arita:
- fie ca pentru nicio particularizare a variabilelor nu se obtin
propozitii adevarate din predicatul aflat in studiu
- fie ca pentru orice particularizare a variabilelor se obtin doar
propozitii false din predicatul aflat in studiu
Exemplificare:
Asociem predicatului t(X,y): X* = y* +2,X € Z, Yy € Z propozitia
existentiald (IX)(IY)t(x,y).
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Rescriem relatia X* = y? + 2 sub forma X* —y* =2, de unde obtinem

(X=y)(x+y)=2.

Cum X,Ye€Z,rezulticd X—Y,X+YeZ.
n plus, X+ Y, X— Y reprezintd suma si diferenta a dou3 numere intregi,

deci au aceeasi paritate (ambele pare sau ambele impare).
Tn aceste conditii, pentru ca produsul (X—Y)(X+Y) sa aiba rezultatul 2,

ar trebui sd reprezinte produse de tipul 1-2,(-1)-(-2),2-1 sau

(=2)-(-1), dar niciunul dintre produse nu are factorii de aceeasi

paritate.

Astfel, egalitatea (X—Y)(X+Y) =2, deci si cea initiald, X> =y*+2, nu
poate avea loc pentru nicio pereche de valori atribuite variabilelor, toate
propozitiile asociate predicatului fiind false.

In concluzie, (IX)(AY)t(X, ¥) (0) — propozitie existentiala falsa.

Definitia 5: Se considerd multimile nevide M, si M,, precum si predicatul binar p(X,Y), unde

xeM,,yeM,. scrierile (IX)(VY)p(X,Yy) si (VX)(3y)p(X,y) sunt propozitii si au urmitoarea

semnificatie:

p(x.y), xeM;,yeM,

@) (vy)p(x,y)
Citim:
Exista X € M, astfel incat oricare y € M, are loc

P(X,y).

(vVx)@3y) p(x, y)
Citim:
Oricare are fi XeM,, exista ye M, astfel

incat p(x,y).

Exemplu de propozitii adevarate

p(x,y): (x-)(y+1) =0, x,yeR

(@)(vy) p(x, y)
Existda xeR astfel
(x=D(y+1)=0.

Tratdm relatia (X—=1)(y+1) =0 ca o ecuatie in

yeR,

incat oricare

necunoscuta X, cu solutia/solutiile ecuatiei
independente de Y .

Astfel, doar pentru cazul X=1 se obtine
egalitatea cu 0, independent de valorile

variabilei y : (1-1)(y+1)=0-(y+1)=0.
in concluzie, (VY)p(,y) este o propozitie

universala adevarata, deci si

(3X)(VYY) p(X, y) este adevarata.

propozitia

Citim: "existd cel putin un Xpentru toate
valorile lui Yy astfel incat...”

qx,y): (x=-1(y+1) =1, xeR-{1},yeR
(v)(@y)a(x.y)

Oricare ar fi XeR—{l} exista ye R astfel
incat (x=1)(y+1)=1.

Tratdm relatia (X—1)(y+1) =1 ca o ecuatie in
necunoscuta Y, cu solutia/solutiile ecuatiei
depinzand de X.

Astfel, cum Xe]R—{l}, obtinem y+1=i1
X_
, deci yzi—l,deunde y:2_XeR.
x-1 x—1

in cazul de fatd, pentru orice Xe]R—{l},

X P .
1 €R care verificd relatia

exista

y:
X
(x=-D(y+1)=1.
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Observatie:

Existenta nu presupune si unicitate, desi in cazul
anterior doar X =1 indeplineste conditia.

Astfel, t(x,y): (X*-1)(y+1)=0,

X, Y € R nu mai conduce la unicitate (!).
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N 2—a
In concluzie, p(a,—l este o propozitie
a_

adevirats, aecR- {1}
propozitia (VX)(3y)q(X, y) este adevirata.

oricare deci i

Citim: “fiecdrui X1ii corespunde cel putin un Yy
astfel incat...”

Observatie:

Existenta lui Yy pentru fiecare valoare a lui X
nu presupune ca la valori diferite ale variabilei
X sa corespunda valori diferite ale variabilei y

, desi cazul anterior are o astfel de
corespondenta.

Astfel, s(x,y): (x=-D(y+1)=0,
X e R—{l} ,yeR asociaza oricarui

Xe R—{l} valoarea y=-1.

Exemple de propozitii false

p(x,y): (x-1)(y+1) =0, xeR-{1},yeR

(@)(vy)p(x,y)
Exista XeR—{l} astfel incat oricare Ye R,

(x=-1(y+1)=0.

in acest caz, pe multimile date, relatia
(x-1)(y+1) =0 nu este verificatd decat
pentru y=-1, deci pentru perechi

(X,¥) =(x,-1), dar nu si pentru perechi in care
Yy poate lua orice valoare, deci multimea de

ax,y): (x=D(y+) =1, xeR,yeR
(VX)(@y)a(x, y)

Oricare ar fi Xe R existd Y€ R astfel incat
(x=(y+1)=1.

Pornind de la presupunerea ca
(Yx)(Ay)a(x,y) ar fi adevarats, identificdm
urmatorul contraexemplu:

Pentru X=1, relatia devine 0-(y+1)=1,
relatie ce nu este verificatda de nicio valoare
pentru y, deci A(P@L,Y)) =9 (multimea de

adevar a predicatului este
_ _ L adevar vida).
Alp(xY)) = {(X’ g |X €R { 1}} Propozitia (VX)(3y)q(X, y) este falsa.
Propozitia (3X)(VY) p(X, y) este falsa.
Important!

Pentru un acelasi predicat binar p(X, Y), propozitiile (IX)(VY) p(X,y) si (VY)(IX) p(X,y) sunt
echivalente din punctul de vedere al valorii de adevar, fiind fie ambele adevarate, fie ambele false.
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