MATEMHATRIX

LECTII DE MATEMATICA
PRET-A-PORTER

Unitateade Elemente de logica matematica: propozitii, predicate, cuantificatori logici;
invatare operatii logice elementare, corelare cu operatiile si relatiile cu multimi;

rationament prin reducere la absurd; inductia matematica; probleme de
numarare

Calcul de sume si produse

Veti gasi aici cateva artificii de calcul pentru sume si produse, pentru deducerea unor
rezultate care se pot demonstra ulterior, prin inductie matematica.

1. Suma Gauss
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Demonstratia (calculul sumei):

Artificiul de calcul: Se scrie suma cu termenii in ordine crescatoare, apoi cu termenii in
ordine descrescatoare si se insumeaza cele doua egalitati.

§S=14+243++Mm—-2)+(n—-1)+n (1)
S=n+(n-1)+nn-2)+--+3+2+1 (2)
Perechile de termeni egali departati de extreme au aceeasi suma:

1+n=2+n-1)=3+n-2)=--=k+(n—-k+1)=---=n+1.
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Demonstrati rezultatul obtinut, prin inductie matematica!l

Sume Newton uzuale
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Demonstratia (calculul sumei):

Artificiul de calcul: Folosim formula algebrica (x + 1)3 = x® + 3x? + 3x + 1,Vx € Rsi
scriem relatia pentru fiecare numar natural, de la 1 la n, apoi Tnsumam relatiile obtinute.

x=1 25 =13+3-12+3-1+1

x=2 33=23+3-22+3-2+1

x=3 43=33+3-32+3:3+1

x=n-1 n=m-13+3-n-1*+3-n—-1+1
x=n m+1)3=n*+3-n2+3-n+1

Tnsumand relatiile, remarcim c3 toate cuburile, de la 23 la n3 se reduc. Obtinem:
m+1)3=13+3(12+224+3?++n>)+3(1+2+3++n)+n <

nn+1
3(12+22+32+---+n2)=(n+1)3—3¥—(n+1)<:>

3(12+22+32+---+n2)=(n+1)[(n+1)2—37"—1]@
(n+1)(2n% +n)
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Demonstrati rezultatul obtinut, prin inductie matematica!l

2
3.30, k% = "2 vne

Artificiul de calcul: Pentru calcul sumei se foloseste acelasi rationament ca in cazul anterior,
pornind de la egaliatea

(x+ 1)* = x* + 4x3 + 6x% + 4x + 1,Vx € R.

Verificati identitatea de sus, folosind (x + 1)* = [(x + 1)%]? si formula binomului sum3 la
patrat!
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Refaceti rationamentul folosit la demonstrarea sumei 2, apoi demonstrati rezultatul prin
inductie matematica.

Sume de puteri cu aceeasi baza si exponenti consecutivi
n1
4.5 jak=a+a’*+ad+.+a"= a-‘;Tl,Va € R\{1}

Demonstratie (calcul)

Obs. Pentrua = 1, suma devine }};_; 1 = n.
Pentrua # 1, notim sumaceruticuS = a +a? + a® + - +a”.(1)
Artificiul de calcul: Se inmulteste egalitatea (1) cu a, apoi se scad cele doua sume.
aS=a*+a®+--+a"*+ a1 (2)
Scazand relatia (2) din relatia (1), obtinemS —aS =a — a™**! = a(1 — aM)<=
S(1—a)=a(l—a").

a(l—a™)

’
—a

a(a™-1)
a-1 '

Cuml—a=#0,rezulta S = Va+1,Vn eN* ,sau § = Va # 1,vn € N*.

Demonstrati rezultatul obtinut, prin inductie matematica!l

n 1 — (7
k=1 (ke+1) (k+2) (k+3) — @)

5.

Artificiul de calcul: Se folosesc primul si ultimul factor din produsul de la numitor. Diferenta
lor este:

(k+3)—k=3

Se amplifica fractia cu 3, pentru ca acesta sa apara la numarator, apoi, la numarator, se
aduna si se scade k, iar diferenta de termeni obtinuta la numarator se distribuie la numitor.

n 1 ~ n 3 ~
;uk +D(k+2)(k+3) ; 3k(k+ 1) (k+2)(k+3)
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Apoi desfasuram suma, “telescopic” (scriem diferentele una sub alta) si, cu doua exceptii,
termenii se reduc in diagonala.
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Demonstrati rezultatul obtinut, prin inductie

matematical ad T
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Observatie: Artificiul este util pentru fractii care au numitorul un produs de (oricati) factori
naturali consecutivi.

Exersati acest artificiu de calcul pentru a calcula urmatoarele sume:

53.Xk=1 k(k+1)(k+2) 5b.2k=1 (2k—1)(2k+1) C-Lk=1 (3k—1)(3k+2) 5d. 2k=1 (4k—1)(4k+3)
n 1 —_ 2
6.1, (1- ) = ()

Artificiul de calcul: Se descompune diferenta de patrate, apoi se grupeaza produsul
diferentelor, respectiv produsul sumelor. in fiecare produs, factorii se simplifica in diagonal3.
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Demonstrati rezultatul obtinut, prin inductie matematica!
1o (1+2%) = )
Desfasurand produsul, obtinem: [1}_, (1 + sz) =(1+2)1+2H)1+2Y .- (1+22")

Artificiul de calcul: Produsul (desfasurat) se inmulteste cu (1 — 2), provenit din primul factor
al lui P in care am schimbat semnul dintre termeni, apoi aplicdm formula algebrica a
diferentei de patrate.

Notand produsul dat cu P, obtinem:

P1-2)=(1-2)1+2)(1+2)A+2) ... (1+22")
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Demonstrati rezultatul obtinut, prin inductie matematica!l

Exersati acest artificiu de calcul pentru a calcula produsele:

7a. Tioo (14 2%) 7b. T~y (1 +3%)

Recomandare:

Pentru demonstrarea prin inductie matematica, folositi forma desfasurata a sumelor sau
produselor prezentate.
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