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Unitatea de invatare = Multimea numerelor reale: partea intreaga si partea fractionara a

unui numar real

Partea intreaga si partea fractionara a unui numar real

Partea intreaga a unui numar real

Dupa reprezentarea pe axa numerelor reale a numerelor intregi, constatam ca orice numar
real se va reprezenta fie suprapus peste unul dintre numerele intregi existente pe axa, fie
intre doua numere intregi consecutive. Acest fapt exprima esenta axiomei lui Arhimede.

Axioma lui Arhimede:

Pentru orice numar x € R, exista un unic numar intreg n astfelincatn < x <n + 1.
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Definitie:

Partea intreaga a numarului real x, notata [x], este cel mai mare numar intreg dintre cele
care sunt mai mici sau egale cu numarul x.

[x] = max{n € Z|n < x}

in reprezentarea pe axa numerelor reale, partea intreagd a numarului real x este numérul
intreg reprezentat in imediata apropiere, in partea stanga a numarului x, cand x nu este
numar intreg, sau chiar x, daca acesta este intreg.

Asadar, dacd x € [n.n + 1), unde n € Z, atunci [x] = n.
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Numerele intregi mai mici sau egale cu x sunt reprezentate pe axa in stanga lui:
... n—2,n—1,n, iar cel mai mare dintre acestea este n.

Cum n este cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu numarul dat, rezultd ca toate
numerele intregi mai mari ca n vor fi (si) mai mari ca x si se vor reprezenta pe axa in dreapta
acestuia.

Deci, conform definitiei, [x] < x < [x] + 1, oricare ar fix € R.
Exemplul 1:

Aflati partea intreaga a fiecarui numar din lista urmatoare:

—g; —2; —0,4; %; w; Vn? + n,unden € N

Identificarea corecta a partii intregi a unui numar real presupune incadrarea acestuia intre
doua numere intregi consecutive.

7 . 7 7
~1=-2,(3)deci-3<—1< -2 =-3

—VZ =—1,4142 ..., deci — 2 < —2 < —1 =5[—VZ] = -2

—0,4 € [-1,0) 3[-0,4] = —1

S=15€[12)= E] 1

m=3,1415...€ [3,4) =[] =3

Pentru ultimul numar, vom incadra n? + n intre doua péatrate perfecte consecutive:

n?<n?+n<n®+2n+1,vneN,decivnZ <VnZ +n <,/(n+ 1)2

S n£m<n+1,Vn€N
Conform definitiei, [m] = n,oricare ar fin € N.
Exemplul 2:
Cite numere din multimea M = {1, 2, ..., 50} sunt divizibile cu 7?

Numerele divizibile cu 7, din multimea data, sunt numere de forma 7k, k€ N, mai mari sau
egale cu 1 si mai mici sau egale cu 50.
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1 50

1<7k <50 <k<Z darkeN=ke | ,Z|nN=(12..7)

\llp—\

< . 50 . . . ) .
unde, remarcam faptul ca — ¢ N, iar ultimul numar natural care poate fi valoare a lui k

este [570] =7.

. e . . 50
Asadar, numarul de numere divizibile cu 7, din multimea M este egal cu [7] =7.

Generalizare: Numarul de numere divizibile cu p € N*, din multimea M = {1,2,3, ..., n}

este egal cu E]

Atentie! Daca aceeasi problema se pune pentru elementele multimii X = {0,1,2,3, ..., n},

atunci numarul de numere divizibile cu p € N* este [ ] + 1, dat fiind ca 0 este multiplu

universal, deci Indeplineste conditia.

Proprietati ale partii intregi

1) [x] € Z, oricare ar fi x € R . (conform definitiei)

2) [x] = x © x € Z. (partea intreaga a unui numar intreg este egala cu numarul dat)
3) [x] < x < [x] + 1, oricare ar fi x € R. (conform definitiei)

4) x — 1 < [x] < x, oricare ar fi x € R. (rezultd din proprietatea 3), separand partea
intreaga din a doua inegalitate)

5) [x + k] = [x] + k, oricare ar fi x € R si oricare ar fi k € Z (numerele intregi adunate cu
un numar real ies in afara partii intregi)

Demonstratia:

Fiex € R si k € Z. Numarul x se poate incadra intre doi intregi consecutivi, deci
exista un unic numar intreg p astfel incat p < x < p + 1. Adunand k in toti cei
membri ai inegalitatii, obtinem

p+k<x+k<p+k+1
Cump + k sip + k + 1 sunt numere intregi consecutive, rezultd ca

[x+k]l=p+k=][x]+k.

Acest material este oferit gratuit de matematrix.ro in conformitate cu CC-BY-SA
www.matematrix.ro



MATEMHATRIX

LECTII DE MATEMATICA
PRET-A-PORTER

m

6') Identitatea lui Hermite: [x] + [x + %] + [x + ﬂ + -+ [x + nT_l] = [nx],
oricare ar fix € Rsi oricare ar fin € N*
Observatie: pentru n = 1, egalitatea este evidenta: [x] = [x],Vx € R

Pentru n = 2, identitatea lui Hermite devine:
1 . .
[x] + [x + 5] = [2x], oricare ar fix € R.
Demonstratia: Fie x € Rsik € Z, astfel incatk < x < k + 1.

A 1. . . . e . .
Adunand 5 Incei trei memobri ai inegalitatii de mai sus, obtinem

1 1 1 - .
k+ 3 <x+ 7 < k+1+ 5 Cu reprezentarea geometrica de mai jos.

Tnmultind aceeasi inegalitate cu 2, obtinem 2k < 2x < 2k + 2, cu reprezentarea
geometrica de mai jos.

“ . . 1.
De remarcat este faptul ca nu putem spune clar ce parte intreaga au numerele x + 7§l

2x, ele nemaifiind incadrate intre doua numere intregi consecutive.

(=~ ) J
L ' / >
k KA
+ L + + ¥
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Vom considera doua situatii:

1). 2x € [2k, 2k + 1) ceea ce inseamnd x € [k, k + %),deci X +% € [k + %, k+1) de

unde deducem [x + %] = k si [2x] = 2k.

1 v A~ . . .. . . . . .
Se regaseste 1n sectiunea "Pentru curiosi si pasionati, dincolo de granitele programei scolare”.
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Deci, [x] + [x +%] =k + k =2k = [2x].
2).2x € [2k + 1,2k + 2), ceea ce inseamnad x € [k + %,k + 1), deci
1 1 1 .
x+-€ [k+1,k+1+5) de unde deducem [x+5] =k + 1si[2x] = 2k+1.

Deci,[x]+[x+§]=k+k+1=2k+1=[2x]

Cele doua cazuri incheie demonstratia identitatii lui Hermite pentrun = 2.

Exemplul 3:

Rezolvati, in R, ecuatiile :

-2 o[22 | a-p

. " . » NS, . o v 3x+1 A v
a) Ecuatia se bazeaza pe definitia partii intregi. Daca numarul o are partea intreaga —2,
3x+1
10

inseamna ca el va fi cuprinintre =2 si —1: — 2 < <-1-20<3x+1<-10 &

21 11 ™ .
X € [—?, —?), solutia fiind un interval.

b) La aceasta ecuatie NU putem aplica aceeasi metoda de la cazul anterior, dat fiind ca
membrul drept depinde de variabila si va fi obligat sa fie numar intreg, deci satisface o
conditie suplimentara.

v v .. . [1+x 2x+1
Vom nota valoarea comuna a celor doua expresii cu k, deci [T === k . Cum partea

intreagd a unui numar real este numar intreg, rezulta k € Z. Avem, asadar, doua egalitati

care sunt satisfacute simultan:

1+x]

— =k -

2x3+1 , unde k € Z. Din a doua egalitate deducem (1) x = —Skz oy Q, deci x nu mai
5

parcurge un interval, ca in cazul anterior.
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Pe de alta parte, din prima egalitate, deducem ca k < ﬂ <k+1e3k<1+x<3k+

3 3k — 1 < x < 3k + 2. Inlocuind pe x, din (1), obt1nem3k—1<E<3k+2 =3

6k 2S5k—1®{kS1

6k—2SSk—1<6k+4‘:’{5k—1<6k+4 k> =5

k e {-4,-3,-2,-1,0,1}.

>ke(-51]nZ=

Pentru fiecare valoare a lui k se calculeaza, in (1) valoarea corespunzatoare a lui x.

21 11 1
Asadar, x € {——, —-8,——,—-3,—-, 2}-
? 2 2 2

c) Notam, ca si in exemplul anterior, valoarea comuna a celor doua parti intregi:

[1+2x] — k< 1+32x < k41
de unde
[@]zk k<o <k+1

{3ks1+2x<3k+3/-(—3)=}{—9k_>_—3—6x>—9k—9
Tk <3x+1<7k+7/2 14k < 6x + 2 < 14k + 14

[1+2x] _ [3x+1

3 7]=kEZ<:>

Atentie!l Nu putem aduna inegalitati de sensuri diferite! Prima inegalitate se scrie in
ordine inversa, apoi se aduna inegalitatile de acelasi sens.

{—9k—9<—3—6xS—9k
14k < 6x +2 < 14k + 14

Adunand cele doua duble inecuatii, obtinem 5k —9 < —1 < 5k + 14 si rezolvand cele
doua inecuatii, obtinem k € (—3,%) NZ,deci k € {—2,—1,0,1}.

2]z (]
T

4

Avem, ins3, de rezolvat patru sisteme: I)

1+2x -0 1+2x —1
{?’xg—-ﬂ} =0 ; IV) {3x3+1]
4

4
1+2x 7
[ . ] = =2 o { —-6<1+4+2x<-3 o X € [_E’_Z) de unde, intersectand cele
[3x+1]=_ —12<3x+1< -7 xE[ 2,2 ’
4

.. . 7 8
doua intervale, obtinem S; = [— 70 5)

111)

D

3’7 3
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de unde, intersectand cele doua

1
=_1@{—331+2x<0@ xe[—z'—a)
1 “7=<3x+1<0 xe[—s !

37 3

11 ]
]

4

. : 1
intervale, obtinem S;; = [—2, — E)'

5=0 0<ti+av<s[*El-5D _
1D 9 r3e41 _ & {0 <3+ 1<4 B de unde, intersectand cele dous
— =0 x€|-3,1)

. . 1
intervale, obtinem S;;; = [—5, 1)

de unde, intersectand cele doua

v [%]:1 {331+2x<6® xe[L%)

[%]:1 4<3x+1<8 xe[l,g)

. . 7
intervale, obtinem S;;; = [1, 5)

Solutia finalavafiS =S, US; U S USy = [—%,—g) U [—2,—%) U [—%, Hu [1,%), deci

S = u[zlu 17
B =3 '2) 3’3

Partea fractionara a unui numar real

Definitie:

Fie x € R. Se numeste partea fractionara a numarului x numarul real {x} & x — [x], unde
[x] reprezinta partea intreaga a numarului x.

Observatie: )x = [x] + {x},Vx € R.| (orice numar real este suma dintre partea lui intreaga si

partea lui fractionara).

Exemplul 4:

C e . 7 3 . .
Calculati partile fractionare ale numerelor: —3 —/2; —0,4; 2> T Vn? + n, oricare ar fi

n € N.

Observatie: partile intregi ale acestor numere au fost calculate in exemplul 1.
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n_ 7 .7 7 _2
B R Tl | R RCURES SR
{(—V2}=—V2-[2]=2-(-2)=2-V2
{-04}==-04—-[-04]=-04—-(-1)=1-04=0,6

F=2-kl=2-1-

{n}y=m—[n]l=m-3

{\/nz +n} =Jyn2+n- [\/nz +n] = /n? +n —n,oricare ar fin € N.

Proprietati ale partii fractionare
1. {x} = 0 © x € Z. (numerele intregi au partea fractionara nul3)

2. {x} € [0,1) oricare ar fi x € R. (partea fractionara a oricarui numar real este numar
pozitiv, subunitar)

3. {x + k} = {x}, oricare ar fi x € R si oricare ar fi k € Z.

Demonstratie:
lL.{x}=0ex—-[x]=0ox=[x] ®x €L
2. {x} = x — [x] conform definitiei partii fractionare a unui numar real.

Dar [x] < x < [x] + 1 oricare x € R, conform definitiei partii intregi a unui numar real.
Scazand [x] din cei trei membri ai inegalitatii, obtinem:

0<x-[x]<1e {x}€][0,1) oricare ar fi x real.
3. Fie x un numar real oarecare si k un numar intreg.
{x+k}=x+k—[x+kl=x+k—(x]+k)=x+k—[x] —k=x—[x] € {x}.

Am folosit propietatea 5) din sectiunea partii intregi a unui numar real, care releva faptul ca,
daca un numar intreg este adunat cu un numar real in interiorul partii intregi, atunci numarul
intreg iese Tn afara partii intregi.
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