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Unitatea de invatare Multimea numerelor reale: modulul unui numar real

Videoclip: Demonstrarea inegalitatii triunghiului.
Ce invatam din videoclip?

o sa interpretam definitia modulului unui numar real, pentru a deduce diverse
proprietati

o sa utilizam algoritmi pentru optimizarea calculelor cu numere reale
sa redactam rezolvarea unei probleme coreland limbajul uzual cu cel al teoriei
multimilor

Una dintre proprietatile importante ale modulului este inegalitatea triunghiului care exprima
faptul cd modulul sumei a doua numere este mai mic sau egal decat suma modulelor lor,
oricare ar fi numerele t si u reale. Egalitatea are loc daca si numai daca unul dintre numere
este zero sau numerele au acelasi semn.

Pornim cu observatia simpla: atunci cand un numar, de exemplu t, are valoarea zero, atunci
membrul stdng al inegalitatii ramane |u|. Membrul drept al inegalitatii ramane tot |u/|, ceea
ce inseamna ca cele doua cantitati sunt egale, pentru oricare numar real u. Deci inegalitatea
triunghiului este adevarata. Analog, daca u este zero, membrul stang al inegalitatii ramane
||, membrul drept tot |£|, din nou are loc egalitatea.

Sa vedem daca, pentru doua numere reale nenule, inegalitatea se pastreaza. Vom considera
t si u reale nenule.

Daca t si u sunt reale nenule, modulele lor sunt numere strict pozitive. Vom reprezenta pe
axd modulul numarului t, strict pozitiv, deci se reprezinta pe partea dreapta a originii si —|t|,
care este strict negativ si se va reprezenta pe partea stanga a originii.

Cand t este strict mai mare ca zero, el se va aseza pe axad in punctul de abscisa |t|, deci
putem scrie t = |t|. Cand t este strict negativ, atunci numarul se va aseza pe axa in punctul
de abscisa —|t|, asadar putem scrie t = —|t|. Dat fiind ca in oricare dintre cele doua situatii,
t se confunda fie cu |t| sau cu —|t|, putem scrie inegalitatea —|t| < t < |t|, tinAnd cont de
faptul ca numarul din mijloc se aseaza intr-unul din termenii din extreme. Inegalitatea este
satisfacuta pentru orice numar real, asadar si pentru numarul real u putem scrie o
inegalitate similard. Tnsumand aceste inegalitdti care sunt de acelasi sens, obtinem
—(t|+u]) <t+u<|t]|+ |ul.
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Remarcam faptul ca termenii din extreme sunt numere de forma a > 0 si —a, ceea ce
inseamna ca t + u, care este cuprins intre —a si a, va avea modulul mai mic sau egal cu
a = |t| + |ul.

Am demonstrat inegalitatea triunghiului, valabila si atunci cand numerele sunt zero si atunci
cand sunt diferite de zero, deci are loc pentru oricare doua numere reale.

Consideram acum afirmatia : "Egalitatea are loc daca si numai daca unul dintre numere este
zero sau numerele au acelasi semn”.

Afirmatia se rescrie: |t + u| = |t| + |u| dacad si numai dacd u =0 saut =0 sau t si u au
acelasi semn.

"u=0saut = 0" este o afirmatie care se poate transcrie: u-t = 0, pentru ca produsul
este 0 daca cel putin unul dintre factori este 0.

Afirmatia ” t si u au acelasi semn”, in conditiile in care niciunul nu este 0, fiindca lui O nu-i
atribuim niciun semn, se transcrie, conform regulii semnelor, produsul t - u este strict pozitiv
(tu > 0).

Citind aceste afirmatii transformate, deducem ca egalitatea noastra are loc daca si numai
dacat-u = 0. Am transformat problema noastra intr-o problema mai simpla.

Avem de demonstrat ca |t + u| = |t| + |u| dacd sinumaidacat-u = 0.

Pornim din partea stanga a afirmatiei noastre |t + u| = |t| + |u|. Cei doi membri ai egalitatii
sunt numere pozitive, deci aceasta egalitate este echivalenta cu |t + u|? = (|t| + |u])?.

S& continudm relatia la care am ajuns. Ea va fi echivalentd cu (t + u)? = [t|? + 2]t| - |u| +
|ul?, dat fiind ca patratul modulului este egal cu patratul numarului din interior. Tinand cont
si de faptul ca produsul de module este egal cu modulul produsului, obtinem:

t? + 2tu + u? = t% + 2|tu| + u?.

in aceastd relatie patratele se reduc, iar relatia rdmasd se poate impdrti prin 2. Obtinem
|tu| = tu, doar cd, un numar este egal cu modulul lui daca si numai daca numarul este mai
mare sau egal cu 0.

Am ajuns la concluzia ca egalitatea are loc daca si numai daca unul dintre cele doua numere
este 0 sau numerele au acelasi semn.
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