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Unitatea de invatare: Clase de functii care admit primitive

Breviar teoretic

Teorema

Fie J/ C R un interval. Vom spune ca functia f : J — R admite primitive daca exista o functie
F : J — R derivabila si F'(x) = f(x),Vx € J.

Observatie

Conform unei consecinte a teoremei lui Lagrange, daca F(x) = F,(x), Vx € J, adunci

existd ¢ € R astfel incat F';(x) = F,(x) + ¢, Vx € J.Deducem ca o functie care admite o
primitiva va admite o infinitate de primitive.

Definitie

O functief : I — R, I C R interval, are proprietatea Darboux daca pentru orice
a,b € I,a < b si orice y cuprins intre f{a) si f(b) exista ¢ € (a, b) astfel incat f(c) = .

Observatie

1. Definitia este echivalenta cu faptul ca functiile cu proprietatea Darboux transforma orice subinterval
al domeniului de definitie intr-un interval.
2. Functiile cu proprietatea Darboux nu pot avea discontinuitdti de speta I.
3. Functiile cu proprietatea Darboux nu pot avea puncte in domeniul de definitie n care cel putin una din
limitele laterale in acel punct este infinit sau minus infinit.

Teorema

Derivata unei functii derivabile f : I — R, I C R interval , are proprietatea Darboux.

Teorema

O functie f : I - R, I C R interval , care admite primitive are proprietatea Darboux.
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Teorema

Orice functie continua f : I — R, I C R interval , admite primitive.

Consecinte Fie J C R, interval,

1. Daca f: J — R este o functie astfel incat /(J) nu este interval, atunci functia fnu
admite primitive.

2. Daca f: J — R este o functie cu discontinuitdti de speta I, atunci f nu admite
primitive.

3. Dacaf:J— R este o functie care are o limita laterald infinitd Intr-un punct, atunci
aceasta nu are proprietatea Darboux, adica functia nu admite primitive.

Functii cu proprietatea Darboux

Functii care admit primitive

Functii continue
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1) Functia f : R = R, f(x) = sin? x admite primitive pentru ci este continud, fiind compunerea a doui
functii elementare.

x/2, x<0

2) Functiaf : R = R, f(x) = { : ; admite primitive pentru ca este continua.
sinx, x

Intr-adevir, functie este continui pe R*(functii elementare) , iar in Xy = 0 limitele laterale sunt
egale cu 0 si egale cu f{0)=0, deci f'este continua si in x, = 0.

3) Functiaf : R — R, f(x) = [x] nu admite primitive pentru ca imaginea functiei este multimea
numerelor Intregi, aceasta nefiind interval.

X, x <0 ) o . ) o
nu admite primitive pentru ca are discontinuitate de speta I

4)Functiaf : R - R, =
) Functia f - R, f(x) {COS)C, e

inx, =0.
Intr-adevar, limita in xo = 0 la stanga este 0 si este diferitd de limita in x, = O la dreapta care este 1.

X, x <0

Inx, x>0
dreapta in x, = 0 este minus infinit, deci f'nu are proprietatea Darboux.

5) Functiaf : R - R, f(x) = nu admite primitive pentru ca limita la

Pentru a stabili daca o functie f : I — R, I C R interval, admite primitive putem proceda astfel:

= studiem continuitatea functiei:

A. daca functia este continud, atunci admite primitive;

B. daca functia are discontinuitdti de speta I, atunci functia nu admite primitive;

C. daca functia are discontinuitati de speta a II a cu cel putin una din limitele laterale infinit

sau minus infinit, atunci functia nu admite primitive;
. dacd imaginea functiei nu este interval, atunci functia nu admite primitive;daca functia nu se
regdseste n niciunul din cazurile de mai sus, vom incerca constructia unei functii care sa
indeplineasca cele doua conditii pentru a fi o primitiva a functiei date.
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e, x<0

1. Determinati o primitiva a functiei f : R = R, f(x) = .
x+1, x>0

Se observa ca functia admite primitive pentru cd este continua.

e +k, x<0
O primitiva a functiei vaavea forma FF : R - R, F(x) = < 2 .
> +x+c¢, x>0

Functia F este continud pe R*.

lim F(x) =468 1im F(X) =r + k’ F(O) =c Deducem ca c=1+k.
xl0 x10

e’ +k, x<0

O primitiva a functiei va avea forma F' : R - R, F(x) = keR.

X2 4
7+x+1+k, x>0

2. Demonstrati cd functia 4 : R — R, A(x) = {3x} nu admite primitive.

Vom presupune prin absurd ca functia # admite primitive.

h(x) = (3x} = 3x — [31] — 3x = h(x) = [34]

Membrul sting al relatiei reprezinta o diferenta de functii ce admit primitive, deci membrul drept ar
corespunde unei functii ce admite primitive.

Stim ca imaginea functiei [3x] nu este interval, deci nu poate admite primitive. Contradictie.

Observatii

l. Se poate observa ca functia / are cel putin un punct de discontinuitate de speta I, deci nu are
proprietatea Darboux, asadar nu poate admite primitive.
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2. Desi imaginea functiei / este intervalul [0,1), functia nu are proprietatea Darboux.

3. O modalitate facild de a arata ca o functie nu admite primitive este scrierea sa ca suma sau diferenta
dintre o functie care admite si alta care nu admite primitive.

Dy . 2xsini—cosl, x#0
3. Se considera functiaf : R — R, f(x) = x x

0, x=0
a) Aratati ca functia f nu este continua;
b) Demonstrati ca functia f admite primitive.
a) Fiind rezultatul unor operatii cu functii elementare, functia este continuad pe R*.

Vom considera doua siruri de numere reale (x,,),>si (3,),> avand termenii generali

x, = —,Vn € N*, respectiv y, = — ,Vn € N* ambele fiind convergente cu limita 0.
2nr; —+2nn
1 2 ’

f(x,) =2x,8in — — cos— = ——sin2nx —cos2nx = — 1, iar

X, X, 2nnm

. 1 2 Y 7 T

S, =2y,sin — — cos— = ————sin(— + 2nn) — cos(= + 2nx) — 0.

Yn Yo St 2nr 2 2

Deducem ca limita functiei f in 0 nu exista.
Asadar functia are o discontinuitate de speta a II-a in 0.

b) Incercam si construim o functie F : R — R derivabila, cu F'(x) = f(x), oricare x € R .

Plecand de la forma functiei £, vom incerca sa deducem functia F derivand x* sin —.
X

D 2rvsin L x2sin ) = 2 sin A oL Ly oiinl cosl
(x“sin —)" = (x“)’sin — + x“(sin —)" = 2x sin — + x“ cos ( 2)—2xs1n cos
X X X X X X X X

Pe R* functie F este, evident, continua.
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x?sin % +c, x €E(—0,0)

Asadar, F: R - R, F(x) =< ¢, x=0 ,o,a € R.

x%sin % +c;, x €(0,00)

Din conditia de continuitate in x, = 0 obtinem ¢; = ¢, = c.

Functia F este derivabila pe R*, fiind rezultatul unor operatii cu functii derivabile.

21
. o . Fx)—F@©O) . X sm—= .
Pentru studiul derivabilitdtii in 0 vom calcula lim ————— = lim =limxsin—=0.
x—0 x—=0 x—0 X x—0 X
Derivabilitatea functiei F este asigurata, dar si F'(0) = f(0) = 0.
In concluzie, F este functie derivabila si F'(x) = f(x), oricare x € R .
Observam ca functia fadmite primitive dar nu este continua.
Observatie
Propietatea unei functii de a admite primitive este o proprietate globala, prin urmare, primitiva
. o X), X Fda . .
unei functii de formaf : R — R, f(x) = {i( ) 7 ,¢ € R, g o functie care admite
, xX=a

Gx)+c, x#a
GO)+c, x=a
GXx)+c, x#a

unde G (x) € Jg(x)dx, sinnF:R - R,F(x) = {kx Ol y_ . ¢,k € R, careia va trebui
1> =

primitive,asemanator celor scrise mai sus, vafi FF : R - R, F(x) = { c €ER,

sa-1 impunem conditia de continuitate, caci dacd nu este continud, nu poate fi derivabila.
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