Unitatea de invatare Siruri: multimi de numere reale; siruri

monotone, siruri marginite
Videoclip: Siruri monotone; siruri marginite.
Ce invdtdm din videoclip:

o sa deducem proprietati de monotonie si de marginire ale unor siruri de numere reale
pe baza definitiilor si a relatiei de ordine pe R;

o sa analizam si sa interpretam proprietiti de monotonie si de marginire ale unor
siruri de numere reale;

o sa identificdm tehnici de lucru pentru optimizarea calculelor.

1. Sd studiem monotonia si mdrginirea sirului
(an)nent,an = Vn+1—+/n,¥n € N*.

In cazul acesta vom compara doi termeni consecutivi oarecare. Vom transforma termenul
general amplificAndu-1 cu conjugata algebrica a expresiei, respectiv cu v/n+ 1+ /n.
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Cum n+2>+vn+1sivn+1>/n,rezulticd V/n+2++v/n+1>n+1+/n,deci
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Vn+2+vn+1  Vn+l+yn

= apy1 < ay,Vn € N*.

Am dedus ci (a,),en+ este un sir strict descrescitor.
Cum sirul descrescator este marginit superior de primul sdu termen, rezulta ca

ap < a; =v2—1,¥YneN*.
. 1 " .. o e .
Dar a, = N TS ERY > 0,Vn € N*, deci sirul este marginit inferior de 0.

ap € (0,v/2—1],¥n e N*
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In concluzie, sirul este marginit.

2. Sa studiem monotonia si marginirea sirului
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bu)nen s bn = + + N —
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Pentru verificarea monotoniei, vom calcula diferenta a doi termeni consecutivi oarecare:

1 1 1 1 1
= + + +ot + -
1+v2 V2+V3 V344 Vi+vntl  nd14+yn+2
1 1 1 1 1

_( 4 + 4t ):
1+v2 V243 V3+V4 ViVt ndl4+vn+2

Deducem ci sirul (by),en+ este strict crescdtor. Cum orice sir crescator este marginit
inferior de primul sdu termen, deducem cd

Vn € N*.

bn—i—] - bn

>0,VneN*

1
by, > by = ——=,Vn € N*.
1+v2
Verificam daca existd margine superioard a acestui sir. Pentru o comparare optima cu un
alt numar real, aducem termenul general al sirului la o forma mai simpld, amplificand
fiecare fractie cu conjugata algebrica a numitorului. Obtinem:

1-v2 V2-/3 —Vn+1
b LoV2 V2-VE oVt ]
1-2 2-3 n—n—1

| —Vn+l
:>bn:—rll+:\/n+l—1,Vn€N*.

Calculand cativa termeni ai sirului, intuim cd acestia cresc fard a avea o margine supe-
rioard, dar intuitia noastrd nu este suficientd. Vom demonstra, prin metoda reducerii la
absurd, ca sirul este nemarginit superior.

Presupunem ca sirul este marginit superior, deci
M > 0, astfel incat b, < M,Vn e N* < /n+1—-1<M,Vn € N*
eVntl<M+1,YneN
sn+l<(M+1)2Vne N

en< (M+1)*—1,Yn e N*
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Dacd ultima relatie ar fi adevdratd, ar insemna cd multimea numerelor naturale nenule ar fi
marginitd superior, sau ar fi finitd, ceea ce este fals. Asadar, presupunerea este falsd, deci
sirul (by,),cn+ este nemarginit superior.

3. Sa verificim monotonia si marginirea sirului

()711)7161\1* cuy = 2 Si Yn+1 = F"lyn,Vn € N*.

Vom demonstra, prin inductie matematica, faptul ca toti termenii acestui sir sunt pozitivi,
deci y, > 0,Vn € N*. Este o demonstratie simpld, dar necesard pentru a putea verifica mo-
notonia sirului folosind raportul a doi termeni consecutivi, comparat cu 1.

Verificarea o vom face pentru n = 1: y; =2 > 0 - adevdrata.

Pentru k € N* fixat, presupunem P(k) : y; > 0 adevirata si demonstrdm cd P(k+1) :
Vk+1 > 0 este adevarata.

Din relatia de recurentd, y;.| = ﬁklyk. Cum k € N*, iar y; > 0, rezultd cd yz1 > 0,
deci P(k + 1) este adevdrata, iar conform principiului inductiei matematice, rezultd ca
yn > 0,Vn € N*.

Cu aceastd conditie indeplinitd, putem studia monotonia sirului folosind raportul a doi
termeni consecutivi generali, comparat cu 1. Folosind relatia de recurentd, putem scrie:

Yoty n _ntl-1_

~ = < 1,Vn e N*.
Vn n+1 n+1 n+1

De aici rezultd cu sirul (y,),cn+ este strict descrescitor. Va fi, deci, mérginit superior de
primul sdu termen, y; = 2. Dar am demonstrat ca y, > 0,Vn € N*, de unde deducem

Y € (0,2],¥n € N*,

deci sirul este marginit.
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