MATEMHATRIX

LECTII DE MATEMATICA
PRET-A-PORTER

Capitolul Limite de functii

Unitatea de invatare Siruri monotone, siruri marginite.

Breviar teoretic

Tnainte de parcurgerea acestui breviar teoretic, este necesara parcurgerea notiunilor studiate
in clasa a IX-a, referitoare la progresiile aritmetice si la progresiile geometrice, care sunt siruri
particulare de numere reale.

Se numeste sir de numere reale o functie
f:N, >R

unde k este un numar natural fixat si N, ={ne N|n>k}.

Notdm: f(n)=a,,iarsirulcu (a,),.,; @, se numeste termenul general al sirului.

Pentru sirurile definite pe N*, adicd (a,),.,, spunem cd a, este termenul de rang n al sirului,
prin indicele n intelegand pozitia termenului @, in enumerarea termenilor sirului (primul
termen, al doilea,...al n-lea termen,...).

Principalele modalitati de a defini un sir:
1. Sintetic: prin enumerarea sau descrierea termenilor sirului.
Exemple:
e sirul numerelor naturale,

e sirul numerelor prime,
111 1
o 1

)_Z-IZ)_8-) "')Z_n) e

® 10,-11,0,-110,-1,...

2. Analitic: prin exprimarea termenului general, printr-o formula de calcul, sau mai multe.
Exemple:

2n
. (xn)nﬂ,xn:n—H,Vnzl;
n y
> daca n este par
e (a,) 8= - VneN

T, daca n este impar

o (yn)neN* Y, =(=D)" cosn?”,Vn e N’
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3. Recurent: prin relatii de dependenta a unui termen al sirului de termeni anteriori.

Exemple:
o (X)) Ly Xes =3%,+1,VN20, x, =1.
¢ (Va)pr Ve =3Y,—2Y,,,VN22,y,=0,y, =1
e (a,) ,.8,= ,/6+an,Vn>1a1 J6
o (b,) by = V=1, >0
n-1

Definitie
Unsir (a,),., se numeste:

> crescatordaca a,, >a,,vn=>0;
>a,vn=0;
descrescator daca a,, <a,,vn=>0;

strict crescator daca a

n+1

strict descrescator a_,, <a,,Vn=>0;

monoton daca sirul (a,),., este crescator sau descrescator;

YV V.V V V

descrescator.

Modalitati de verificare a monotoniei unui sir:

strict monoton daca sirul (a,),., este strict crescator sau strict

1. Se calculeaza diferenta a doi termeni consecutivi generali si se compara aceasta

diferenta cu O:

>0,VneN=(a,),. crescator
<0,VneN= (a,),.x descrecator
>0,vneN= (a,),y Sstrict crescator
>0,Vne N=(a,),. Strict descrescator

Observatie: Daca diferenta a,,, —a, nu pastreaza acelasi semn pentru toate valorile naturale

ale lui n, atunci sirul nu este monoton.

Exemplu:
Pentru sirul (an)nZO a, = (—2)n ,.VneN, gisim:

a,.,-a,=(-2)"~(-2)" =(-2)" (-2-1) =-3(-2)",vneN

Pentru npar, aceasta diferentd este negativa, iar pentru nimpar este pozitivd, ceea ce
fnseamna ca termenii sirului nu pastreaza aceeasi ordine intre ei, deci sirul NU este monoton.

2. Daca sirul are termenii strict pozitivi, se calculeaza raportul a doi termeni consecutivi

generali si se compard acest raport cu 1:
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>1,vneN=(a,) este crescator
a., |<LvneN=(a,) este descrescitor
a, |[>LvneN=(a,) estestrict crescator
<L,vneN=(a,) , este strict descrescator

. o a " " . . " .
Observatie: Dacd raportul =L nhu p3streaza aceeasi pozitie fata de 1 pentru toate valorile
a

n

naturale ale lui n, atunci sirul nu este monoton.

Exemplu:
Sirul (xn)neN X = 29" WneN are toti termenii strict pozitivi.
(71)n+1
X _ 2 — (D™D _ (D" _ 92(-D™ vy e N
X 21" '

n

1 . . . . .
Pentru n par, acest raport este 7 deci subunitar, iar pentru n impar, raportul este 4, deci

supraunitar, ceea ce Tnseamna ca termenii sirului nu pastreaza aceeasi ordine intre ei, deci
sirul NU este monoton.

Observatie: Monotonia unui sir recurent se poate demonstra, uneori, si prin inductie
matematica: se compara primii doi termeni ai sirului, apoi se demonstreaza ca ordinea intre
oricare doi termeni consecutivi este aceeasi cu ordinea Tntre primii doi.

Aplicatii:
2n+1
1) Studiati monotonia sirului (a,),., cu @, = +2 ,vn>1.
Solutie:
2n+3 2n+1 3
a,, —a, = ~ = >0=a,,>a,vn=1 deci sirul este strict
n+3 n+2 (n+3)(n+2)
crescator.

2) Studiati monotonia sirului (a,),., cu
an:i+i+...+i,Vn21.
n+l n+2 2n
Solutie:
[ S S S S S 1
" 2n+1 2n+2 n+l 2n+1 2n+2 (2n+1)(2n+2)

deci sirul este strict crescator.

a

>0,vnzl=a, , >a,vnzx1

Acest material este oferit gratuit de matematrix.ro in conformitate cu CC-BY-SA
www.matematrix.ro



MATEMHATRIX

LECTII DE MATEMATICA
PRET-A-PORTER

m

n

3) Studiati monotonia sirului (a,),., cu a, :—I,Vn >1.
- n!

Solutie:
2" nl 2

a
Avem a, >0,vn>1lsi = — = <l Vvnxzl=a, <a,Vvnx1l deci sirul
a (h+D!'2" n+1

n

(a,),, este descrescdtor.

4) Studiati monotonia sirului (a,),., cu a, -2, a,,; =+2+a,,vn=1.
Solutie:

Folosim metoda inductiei matematice.

aZ:\/2+\/§>x/§:a1.

Presupunem prin inductie ca a, <a, ,.Vom demonstracd a,,<4a,.
a — 8,
a,,—a,=42+a, —\2+a,, =
J2+a, +\2+a,

>0=a,,,>a, sideci sirul (a,),., este

crescator.

Un sir (a,),.,este marginit inferior daca multimea termenilor sirului {a, | n>0}este
multime marginita inferior, adica exista m € R astfel incit m<a_, vn>0.

Un sir (a,),.,este marginit superior daca multimea termenilor sirului {a, |n>0} este
multime marginita superior, adica exista M < R astfel incat a, <M, Vvn>0.

Un sir (a,),.,este marginit daca multimea termenilor sirului {a, |n> 0} este multime
marginita, adica exista m, M € Rastfelincat m<a, <M, Vn=>0.

Putem folosi si faptul ca sirul (a,),., este marginit dacd 3M > O astfel incat |a, |<M,Vn>0.

Exemple:
e Sirul definit sintetic: 1,-1,1,-1,....,1,-1,... este marginit, multimea termenilor sai fiind
{=1,1}, adica multime finitd, deci marginita. Putem scrie: -1<a, <1,vneN

e Sirul cu termenul general X, =—,Vn e N este madrginit, toti termenii acestuia fiind
n

cuprinsiintre 0si 1: 0<x, <1,vneN".
e Sirul numerelor naturale este marginit inferior de 0, dar este nemarginit superior.
e Sirul numerele prime este marginit inferior de 2, dar este nemarginit superior.
e Sirul numerelorintregi negative este nemarginit inferior, dar este marginit superior
de 0.
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Aplicatii:
1) Studiati marginirea sirului (a,),., cu a, = 2n +21,Vn >1.
Solutie:
Cum ne N, rezultd 1>0, vn>1.
n+2
2n+2-1 1 . . . A
Pe de altd parte, a, = i =2- <2,VYne N, deci sirul este marginit.
n+1 n+1
2) Studiati marginirea sirului (a,),., cu
a, :i+i+...+i, vnz=1.
n+l n+2 2n
Solutie: Termenul general al sirului este o suma de fractii strict pozitive, deci:
0<an=i+i+...+is ! + ! +...+ L = <1,vn=1.
n+l n+2 2n n+1 n+1 n+l n+1

De aici, rezult[ cd sirul (a,),., este marginit.

3) Studiati marginirea sirului (a,),., cu a, =1+1+l+£+...+l,Vn >1.

1 21 3! n!
Solutie: Sirul are termeni strict pozitivi. Pentru ¥n >1 putem scrie:
1 1 1 1 1 1111111 1 1 1
O<a, <1l+l+—+—+—+—+...+ =2+=+———=+-———-+———+.. +————=3-—-<3.
2 23 34 45 n(n-1) 2 2 3 3 4 45 n-1 n n

Deci 0<a, <3, Vn>1, decisirul (a,),., este marginit.

4) Studiati marginirea sirului (a,),, cu 8 =~/2,a,,, =+/2+a,,vn>1.

Solutie: Am demonstrat anterior cd sirul (a,),., este crescator. Deci, Yn>1:
a,>a <. 2+a >3, >0<2+a >a’<a’-a -2<0<a, e[-12]sia, >0.
Deci, 0<a, <2, Vn>1. Asadar, sirul (a,),., este marginit.

Acest material este oferit gratuit de matematrix.ro in conformitate cu CC-BY-SA
www.matematrix.ro



