Unitatea de invatare Siruri: multimi de numere reale; siruri

monotone, siruri marginite

Videoclip: Vecinatati.

Ce invdtdm din videoclip:
o sa deducem proprietiti ale vecinatatilor unui numar real pe baza definitiei, a relatiei
de ordine pe R si a operatiilor cu multimi;

o sa exersam utilizarea conceptului de vecindtate a unui numnar real;

o sa identificdm tehnici de lucru pentru optimizarea algoritmilor si a calculelor.

Ne vom opri asupra proprietatilor vecindtdtilor unui numadr real. Vom nota 9, multimea
tuturor vecinatatilor numarului real xg.

Proprietatea 1:
xo € V,VV € Uy,

Spunem ci orice vecindtate a unui punct 1si contine punctul.
Dacd V este o vecinatate oarecare a lui xp, atunci exista un interval, centrat in xg care il

contine pe xo (este centrul acestui interval) si care este inclus in V. De unde rezultd ca
Xp € V,VV € Uy,.
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Figura 1: Orice vecindtate a unui numar real xg 1l contine pe xg

Proprietatea 2:
Vi,V € ﬁxo =ViNnW, e ﬁxo

Daca Vj si V; sunt vecindtati pentru acelasi numadr real, atunci fiecare dintre aceste multimi
contine cate un interval centrat in xg.

Vom avea I} = (xo—rl,xo+r1) eVi,ri >0s1h = (xO—rz,X()—l—rz) € Vo, > 0. Fara
a restrange generalitatea, am ales r| < rp. Dacd rp ar fi mai mic decat rq, intervalele /7 si
I, si-ar schimba rolurile intre ele.
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Figura 2: Intersectia a doud vecindtdti ale numarului x( este tot o vecindtate a lui xp

Indiferent care numadr este mai mare, dintre | sau r,, unul dintre intervale este continut
in celalalt. Cu alegerea r; < rp, deducem ca

L CcV,

L ChL CV,,

ceea ce ITnseamna ca
L CcViny,

Cum /; este un interval centrat in xo si este continut In V| NV,, rezultd cd V; NV, este
vecinatate a lui xg.

Proprietatea 3:
Ve, VcV =V ey,

Vecinitatea V contine un interval centrat in xo,/ = (xo — r,xo +7r),r > 0.
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Figura 3: Orice multime care contine o vecinatate a numarului real x( este tot o vecinatate
a lui xg

Dar cum V este continutd in V', aceasta din urma contine si ea intervalul / centrat in
X0, deci este si ea vecindtate a lui xg.
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Proprietatea 4:
V € By, = JU € Uy, astfel incat V € ¥,,Vy € U

Cu alte cuvinte, orice vecinatate a lu xy am alege, gasim o vecindtate “mai mica” a lui
X0.
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Figura 4: Orice vecindtate a numarului real xo contine o vecindtate mai mica a lui xg

Vecinitatea V contine intervalul = (xo — r,xo +r),r > 0, centrat in xo. Vecindtatea U
cautata poate fi chiar intervalul /, dat fiind ca este o vecinatate a lui xq si are proprietatea
din enunt. Alegind un element oarecare y al intervalului / si considerand d cea mai micd
distanta de la y la capetele intervalului /, intervalul J = (y —d,y+d),d > 0 este centrat in
y si continut in 7, deci si Tn V. Deci [ este o vecindtate a lui xo asa incat V este vecindtate
a fiecdrui punct din 1.

Proprietatea 5-Teorema de separare:

Dacid a,b € R,a # b atunci exista vecindtdtile V € 9,,U € ¥, astfel incat VNU = .

Fard a restrange generalitatea, putem considera a < b, dat fiind ca numerele sunt dife-
rite. Asta Tnseamnd cd intervalul (a,b) este multime nevida.
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Figura 5: Pentru oricare doua numere reale, distincte, existd vecinatati disjuncte

Dacd c = #, atunci ¢ apartine intervalului (a,b) fiind chiar mijlocul acestui interval.

Putem construi vecinatitile V = (a—1,c) € 9, siU = (¢,b+1) € O siVNU = 2.
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