Unitatea de invatare Siruri: multimi de numere reale; siruri

monotone, siruri marginite

Videoclip: Multimi marginite si nemarginite

Ce invdtdm din videoclip:
o sa identificdAm minoranti si majoranti ai unor multimi;

o sa exersam utilizarea conceptului de multime marginita in identificarea unei functii
marginite.

o sa identificAm metode si tehnici de rezolvare a unor probleme referitoare la multimi
madrginite sau nemarginite

Daca stim sa demonstram cd o multime de numere reale este marginitd sau nemargi-
nitd, Tnseamna ca stim deja sa demonstram cd o functie este marginitd sau nemarginita,
respectiv cd un sir este marginit sau nemarginit.

1. S& demonstrdm cd multimea A = {7 /x € R} este o multime marginitd.
Ce anume urmdrim? Ne raportdm la definitia multimii marginite si vom cauta doud nu-
mere reale intre care se afld toate elementele multimii A:

O multime X C R se numeste marginitd daca Im,M € R astfel incat X C [m,M]
(sau dm,M € R astfel incat m < x < M,Vx € X)
Multimea A este, de fapt, imaginea unei functii:

A={f(x)/x € R} unde f: R — R, este datd prin f(x) = 25
Asadar, dacd demonstram ca multimea A este marginitd, vom demonstra cd functia f este
o functie marginita.

Cautam y € R pentru care dx € R astfel incat y = x2+r1

y @yx2+y:x<:>yx2—x+y=0

X
X241
Dacd y = 0, egalitatea devine —x = 0, deci gdsim x real pentru care egalitatea este adeva-
ratd, asadar, y = 0 apartine imaginii functiei f.

y=0cA
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Daca y # 0, atunci relatia pe care am obtinut-o este o ecuatie de gradul al doilea in x.
Pentru ca aceastd ecuatie sd aiba solutii reale, deci sd existe x real pentru care egalitatea
sa fie adevdratd, este necesar ca discriminantul ecuatiei sa fie mai mare sau egal cu zero.
Deci,

AN>0

A=1-4y?si1-4y>>0yc [—%,%]\{O}
Punind la un loc toate elementele care apartin multimii A, vom gasi

A= {0}U[-3, 5]\ (0} = [=5,5]

Multimea A respecta definitia multimii marginite, deci A este o multime marginitd, asadar
si functia f este o functie marginita.

2. Si studiem mdérginirea multimii B = {ctgx/x € (0,7)}. Multimea B este, de fapt,
imaginea functiei crg definitd doar pe intervalul (0, 7).
Pentru reprezentarea grafica a functiei ctg am folosit aplicatia Geogebra.org
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Figura 1: Reprezentarea geometrica a graficului functiei ctg pe intreg domeniul de definitie

Domeniul maxim de definitie al functiei ctg este R\ {kn/k € Z}. Daci pistram din
acest domeniu doar intervalul (0, 1), atunci aplicatia afiseaza graficul acestei restrictii.

Imaginea unei functii, cand stim reprezentarea ei grafica, se identifica proiectand punc-
tele curbei pe axa Oy. Proiectand punctele curbei noastre pe axa Oy, remarcam ca aceste
proiectii acopera toatd axa Oy. Deci

Im(ctg) = R.

Revenind la multimea noastrd, deducem cd B = R care este o0 multime nemarginita.
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Figura 2: Reprezentarea geometrici a graficului functiei ctg pe (0, )

3. A treia multime cdreia 1i studiem marginirea este

vn?+1

C=Ag /"l
V21
nGN,nZO:>n—+>O
2n+1

Am dedus ca multimea este marginitd inferior de zero, adica 0 este un minorant al multimii.
Pe de alta parte,

Vn?2+1 > Vn2+2n+1 _on+1 < n+n+1

_ —1.V¥neN
Ml = antl Ml ong1 e

. NG2 ~ o .o .
Am obtinut 0 < 22 ++11 < 1,Vn € N, ceea ce inseamnd C C (0, 1], adicd multimea C este
marginita.

4. Un ultim exemplu este multimea
D={2V"/peN}.

Calculand cateva elemente ale multimii, gasim:

n=0—1

1
=1— =
" 2
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n=2-—4
1

=3 — =
" 8
n=4—16

Daca n este natural impar, atunci elementele sunt de forma 27" = % € (0,1). Dacd n este

natural par, elementele sunt de forma 2", formand o submultime a multimii D, pe care o

notam
D' ={2"/neN,n— par}

Multimea D’ este 0 multime nemadrginitd superior si vom demonstra acest lucru, folosind
metoda reducerii la absurd.
Presupunind cd multimea D’ este mérginitd superior, Tnseamnd ci

M € R,2" <M ,VYn € N,n— par

< n<logpyM,(M > 0)Vn € N,n— par

Ultima relatie aratd ca multimea numerelor naturale pare este 0 multime marginita supe-
rior, ceea ce este fals. Asadar, presupunerea este falsd, deci D’ este nemarginitd superior.
Cum D’ este 0 submultime a multimii D si este nemdrginitd superior, rezultd cd multimea
D este nemadrginita superior.

Acest material este oferit gratuit de matematrix.ro in conformitate cu CC-BY-SA www.matematrix.ro



