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Capitolul Limite de functii

Unitatea de invatare Siruri: Multimi de numere reale, multimi marginite si
nemarginite, siruri monotone, siruri marginite

\ Breviar teoretic

Tnainte de parcurgerea acestui breviar teoretic, este necesara recapitularea notiunilor legate
de multimi de numere reale si de intervale, studiate in clasa a IX-a:

e Operatii algebrice cu numere reale (accesati linkul)

e Relatia de ordine pe multimea numerelor reale (accesati linkul)

e Intervale de numere reale (accesati linkul)

1. Multimi marginite

Fie Ac R o multime nevida de numere reale.

1) Numarul real m se numeste minorant al multimii A daca
m<x, VxeA.
Multimea A se numeste minorata sau marginita inferior daca are cel putin un
minorant.
2) Numarul real M se numeste majorant al multimii A daca
X<M,VxeA.
Multimea A se numeste majorata sau marginita superior daca are cel putin un
majorant.
3) Multimea Ac Rse numeste marginita daca este marginita inferior si superior,
adica 3m,M R astfel incat
Ac[m,M].
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Teorema 1:

Multimea A c R este o multime marginita daca si numai daca exista M < (0, +x) astfel
incat | X|<M,VxeA.
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Demonstratie:
Daca | x|< M, Vx e A atunci —-M < x< M, Vx e A deci-M este un minorant al multimii

A, iar M este majorant pentru A.

Reciproc, daca A este marginita atunci 3a,b € R astfel incat
a<x<b,VxeA.
Alegem M =max{|a|,|b|}si obtinem | X|<M,VxeA.

Aplicatii:

1) Determinati multimea minorantilor si multimea majorantilor pentru multimile:
a) A=[-2,1]; b) A=(-1,1)u[23].

Solutie:
a) Multimea minorantilor este M, = (—o0,—2] si multimea majorantilor este M, =[1,+o0)
M M
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b) Multimea M, =(—oo,-1], iar M, =[3,+®) este multimea majorantilor.
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2) Demonstrati ca multimea N a numerelor naturale este minorata, dar nu este
majorata.

Solutie:

Cum n=>0, VneN, rezultad ca 0 este un minorant al multimii N .

Pentru a ardta cd multimea N nu este majorata presupunem, prin absurd, ca exista M € R
astfel incdt 0<n<M,VneN. Alegand n,=[M]eN, avemcd M <n;+1si ny+1eN ,
deci am gasit un numar natural care NU este mai mic decat M (contradictie).
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2. Marginile unei multimi de numere reale

Definitie:
1) Numarul m € R se numeste marginea inferioara a multimii Ac R daca m este cel
mai mare minorant al multimii, adica:
a) m<x,VxeA
b) Vm'eR cu m<m’', Ix € A astfel incat
m<x<m'.
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Notam m=inf A (infimum de A).
2) Numarul M € R se numeste marginea superioara a multimii Ac R daca M este
cel mai mic majorant al multimii, adica:
a) x<M, ¥xeA
b) VM '< M, 3x € A astfel incat
M'<x<M

Notam M =sup A (supremum de A).

Exemple:
Daca A=[0,1), atunci:

- multimea minorantilor este M, =(~x,0] si inf A=0.

- multimea majorantilor este M, =[1,+c0) si sup A=1.

Axioma lui Cantor:

Orice multime de numere reale marginita superior are margine superioara.

De retinut!
1) Orice multime de numere reale marginita inferior are margine inferioara.
2) Daca marginile unei multimi exista atunci acestea sunt unice.

Observatie: Submultimile lui Q nu-si contin neapdrat marginea superioara.
Exemplu: Fie A={xcQ|x*<2}si B={xeR|x*<2}.
Avem X<2,Vxe Asi x<2,Vxe B, deci multimile A si B sunt majorate.

A=[2,42]~Q si B=[-+/2,V2]cR.
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supB = \/E e B (multimea B contine toate numerele reale cuprinse intre —\/E Si \/E ).
Dar multimea A, desi este majorata de numarul rational 2, nu admite cel mai mic majorant
numar rational.

Dacda m=inf Ae A atunci m se numeste cel mai mic element al multimii A si notam
m=min A.

Daca M =sup Ae A atunci M se numeste cel mai mare element al multimii A si notam
M =maxA.

Exemplu:
Daca A=[0,1), atunci: inf A=min A=0, sup A=1, max Anu exista.

Pentru o abordare unitara a rezultatelor de analiza matematica folosim simbolurile +oo (plus
infinit) si —oo (minus infinit). Le numim “numere infinite”, dar nu reprezinta numere reale.

Multimea R = R U{—o0,+0} se numeste dreapta incheiata si putem considera cd
—0< X<+, VXeR.

Daca Ac R este o multime nemarginita inferior, vom considera ca inf A=—o0, iar daca
multimea A c R este o multime nemarginita superior, vom considera ca sup A=+o.

Exemple:
SUpN = +o0; inf Z = —0; SUPZ =+w0;
infQ=-o0; sup Q = +o0; inf R =—o0;
SUPIR = +c0.

3. Vecinatatile unui punct pe axa reala. Punct de acumulare

Daca X, € Rsi r >0 atunciintervalul | =(x,—r, X, +r)se numeste interval centratin X, .

a) Multimea V c R se numeste vecinatate a punctului X, € R daca exista un interval
centratin x,, | =(X,—r,X,+r)cu r >0, astfelincat x,cl V.

b) Multimea V se numeste vecinatate a lui +codaca exista un interval deschis
| =(a,+x),acR, astfelincat | V.

c) Multimea V se numeste vecinatate a lui —oo daca exista un interval deschis
| =(—o,a),ae R, astfelincat | V.

Pentru X, € R, vom nota cu V, multimea vecindtatilor lui X, .
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Exemple:
1. Daca X, =-1, atunci:

V, = [—3, 4) este vecinatate a lui X, pentru ca exista | = (—2, 0) cV,, interval centrat in -1.
V, = [—1, 2] nu este vecinatate a lui X, pentru ca nu exista niciun interval centrat in -1 care sa
fieinclusin V,.

2. Exemple de vecinitati pentru +oo: R,R*,(O,oo),[—\@,oo),{—Z,—l} U(0,)
Multimile urmatoare NU sunt vecinatati pentru 4+, pentru ca nu contin intervale de forma
| =(a,+x©),acR: Z,Q,N,(—OO,O),[—Z, 2]

3. Exemple de vecinatiti pentru —oo: R,R*,(—oo,—\/g),(—oo,Z]u{lo}

Multimile urmatoare nu sunt vecinatati pentru —oo, pentru ca nu contin intervale de forma
| =(—x,a),acR: Z,Q,N,(—S,O),[—Z, 2],(0,00).

4. Puncte de acumulare ale unei multimi

Numarul xoeﬁse numeste punct de acumulare al multimii A daca pentru orice
vecinatate V € rezulta ca:
ANV \{x}=D.

Un numar real X, € Ase numeste punct izolat al multimii A daca nu este punct de
acumulare al multimii A.

Multimea punctelor de acumulare ale multimii A se noteaza cu A'.

Exemple:

1) Daca A=(0,1) atunci A'=[0,1];

2) Daca A=Natunci A'={+o0};

3) Daca A=Zatunci A'={—o0,+x0};

4) Daci A=Qatunci A'=R;

5) Dacd A={a,a,,...,a }cua #a;,neN si AcR,atunci A'=D sitoate elementele
multimii sunt puncte izolate.

6) Daci A=R,atunci A'=R.

7) Dacd A={-2}U[-13), atunci A'=[-1,3]si -2 este punct izolat.
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