MHTEMATRIX

Capitolul ' Limite de functii

Videoclip: Vecindtdti in viata reald, transpunerea notiunilor introductive de la limita
unei functii Intr-un punct, in realitate

Ce invdtdm din videoclip:

o sa identificam similaritatile dintre limbajul matematic utilizat in definirea limitei
unei functii Intr-un punct si limbajul cotidian;

o sa exersam utilizarea conceptelor si metodelor matematice in abordarea unor situ-
atii cotidiene sau pentru rezolvarea unor probleme practice.

Sensul matematic al vecinatatii unui punct nu diferd prea mult de sensul pe care il da
dictionarul acestui cuvant.Vecindtate inseamna apropiere spatiald imediata.

Consideram punctul A in care se afla un spatiu de birouri- blocul A, din cartierul X,
pe care il considerdm zona blocului A. In descrierea amplasamentului blocului A apar si
referiri la zona din care face parte. De exemplu: are in vecindtate o fabrica, la 5 minute de
mers pe jos, o bibliotecd publicd, la 10 minute de mers pe jos, o scoald, la 15 minute de
mers pe jos si un addpost pentru animale abandonate, la care nu se poate ajunge pe jos (10
minute de mers pe jos si 10 minute cu ambarcatiuni). Asta pentru ca adapostul se afld pe

o insuld. Mentiunea “’in vecinatate” nu este insotitd de amanunte de felul ’in dreapta sau
in stdnga intrarii principale se afla fabrica, sau biblioteca”. Intuitia noastrd percepe fabrica

Cartierul X

Figura 1: Vecindtiti ale blocului A
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undeva 1n interiorul unei suprafete circulare (sa zicem) centratd in punctul A. Putem merge
pe jos, timp de 5 minute, 1n orice directie, pornind din punctul A. Se formeaza, astfel, o
zona B, zona in care sigur regasim fabrica, fard sa stim (din aceste date) Incotro ar trebui sa
mergem catre fabrica, dar stim ca este legatd de blocul A printr-un drum pe care il putem
parcurge pe jos.

In acelasi mod, biblioteca o perecepem ca fiind asezati intr-o zoni circulari, zona C,
centratd n punctul A, iar scoala, in zona circulard D, centratd si ea Tn acelasi punct A.

La primele trei obiective stim cad ajungem pe jos, deci existd drumuri care pot fi par-
curse continuu, cu pasul. Al patrulea obiectiv este situat tot Tn apropierea blocului A, in
zona E, singura diferentd fiind cd nu existd un drum pe care-1 putem parcurge continuu, pe
jos.

Putem spune cd am identificat vecindtdti ale punctului A, mai mici, sau mai mari, unele
incluse 1n altele, iar cartierul X este vecindtatea care le contine pe celelalte.

Ne oprim acum asupra sensului matematic al vecinatdtii unui numar real.

O multime de numere reale V C R se numeste vecindtate a numarului real xo dacd
existd un interval centrat in xo continut in V (31 = (xg — r,xp + r) cu r strict pozitiv, astfel
incat/ C V).

Vecindtatea nu este neaparat un astfel de interval, dar fiindcd ea contine totdeauna
intervale centrate in punct, studiul vecinatitilor numerelor reale se reduce la considerarea
acestor tipuri de intervale.

Figura 2: Vecindtatea V a numdrului real xq

Intervalele centrate in xy au rolul cercurilor concentrice in care ne imagindm asezarea
obiectivelor, in apropierea blocului de birouri si care asigura continuitatea unor drumuri in
jurul blocului A. Este un spatiu in care ne putem misca neintrerupt, pe jos. In acelasi mod,
in intervalul centrat Tn xg, putem “circula”, pe axd, neintrerupt, iar intervalul este continut
in multimea noastra, V.

Sd consideram multimea X = (—2,3) U {4} si numarul real xo = 2. Este multimea X
o vecinatate a lui 2? Gasim “o zond” pe axa numerelor reale, continutd in multimea X, in
care ne putem misca, in mod continuu, in jurul lui 2?
Réspunsul este: DA!
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De exemplu, intervalul (1,3) = (2 — 1,2+ 1) este un interval centrat in 2, continut in
multimea X. Asadar X satisface definitia si este o vecindtate a lui 2, chiar dacd aceasta
multime nu este un interval.
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Figura 3: Vecindtatea X a numdrului real 2

O altd notiune, extrem de importantd in conceptul de limitd a unei functii Intr-un punct,
respectiv de limitd a unui sir, este punctul de acumulare al unei multimi.
Intuitiv, punctul de acumulare al unei multimi, poate fi asimilat cu un punct cétre care
vin drumuri continue, prin zona noastrd. Fabrica, biblioteca, scoala din imaginea 1, pot fi
asemuite cu niste puncte de acumulare ale zonei blocului A, fiindca putem ajunge pe jos,
neintrerupt, citre ele, in timp ce, addpostul pentru animale, desi face parte din zona, nu are
aceasta calitate.

Matematic, un element xy € R, deci finit sau oo, este punct de acumulare al unei
multimi A C R dacd orice vecindtate a lui xo se intersecteazd cu multimea A si in alte
puncte decat Tn punctul dat.

WV C 0, VNA\ {x0} # @

Am notat ¥, multimea vecinatatilor punctului xo.

Cu alte cuvinte, existi drumuri continue (fird intreruperi-santuri,ape et.) citre el. In
exemplul nostru numeric, numarul 2 este punct de acumulare al multimii X si orice punct
al intervalului (—2,3) va avea aceasta proprietate. Ba chiar, numarul -2, care nu face parte
din multimea noastra, are aceeasi proprietate pentru cd toate vecinatatile lui -2 vor contine
drumuri continue prin multimea X citre -2, pe axa numerelor reale, pe partea lui dreapta.

Daca un punct face parte din multime, dar nu este punct de acumulare pentru aceasta,
el se numeste punct izolat al multimii.

In exemplul nostru practic, adipostul pentru animale face parte din zoni, dar nu ajung
drumuri continue, prin zond, chiar la el. Asadar, este un fel de punct izolat al zonei.
In exemplul nostru numeric, numirul 4 apartine multimii X, dar nu este punct de acumu-
lare al multimii, pentru cd gésim cel putin o vecinitate a lui 4, de exemplu intrevalul (3, 5)
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MATEMATRIX

care nu se intersecteazd cu multimea X in alte puncte decit in 4:

Cum 4 este element al multimii X, dar nu este punct de acumulare al acesteia, rezulta ca
4 este punct izolat al acestei multimi.

Atunci cand vom scrie

li')m f(x)

insemnand ca vom calcula limita functiei in punctul xp, acest xq este, obligatoriu, punct
de acumulare pentru domeniul de definitie al functiei f.

Asadar, notiunea de limita a unei functii intr-un punct are sens doar in punctele de
acumulare ale domeniului.
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