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Capitolul Multimea numerelor reale

Unitatea de invatare  Logaritmi: proprietatile ale logaritmilor

Breviar teoretic

Proprietati ale logaritmilor

Proprietatile logaritmilor deriva din definitia acestuia, din operatiile cu puteri de exponenti

reali si din proprietatile acestor puteri.

1.
2.

a'°8:b = p va b >0,a+1 Este chiar definitia logaritmului
log,a=1,Va>0,a #1 Din definitie: puterea la care se
ridica baza a, pentru a obtine
argumentul a, este 1.
log,1=0,Va>0,a#1 Din definitie: puterea la care se
ridica baza a, pentru a obtine
argumentul 1, este 0.
log,a” =y,Vva>0,a+1,y€ER Din definitie: puterea la care se
ridica baza a, pentru a obtine
argumentul a”, este y.
log,(bc) =1log, b + log, c, Logaritmul unui produs de doi
Va,b,c>0,a #1 factori pozitivi este egal cu suma
logaritmilor celor doi factori ai
argumentului.

log,(by "by - ...-b,) = Este generalizarea proprietatii
= log, b, +log, b, + ...+ log, b, anterioare: logaritmul unui produs
va, by, by, ...,b, > 0,a #1,n € N* de n factori (n € N*) este egal cu

suma logaritmilor celor n factori.

log, b™ =nlog, b, Va,b > 0,a # 1,n € N*  Este consecintd directd a
proprietatii anterioare, pentru
b=b,=--=b,=b
(Exponentul natural al puterii de la
argumentul logaritmului iese in
fata logaritmului).

log, b” = ylog,b, Va,b > 0,a# 1,y € R Logaritmul unei puteri cu exponent
real este egal cu produsul dintre
exponent si logaritmul din baza
puterii. (Exponentul real al puterii
de la argumentul logaritmului iese
in fata logaritmului).
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9. n 1 Este consecinta directd a
lo b=-log,b,va,b>0,a#1,neN* R . .
Sa Vb n O8a proprietatii anterioare, dat fiind ca

1
Vb = bx. Logaritmul unui radical
este egal cu produsul dintre
inversul ordinului radicalului si
logaritmul numarului de sub
radical.

10. i~ (é) ot Logaritmul unui raport de numere
“\c ¢ ar pozitive este egal cu diferenta
Va,b,c >0,a # 1 dintre logaritmul numaratorului si
logaritmul numitorului.
11. log, b = log, b,Va, be>0acsl Formt.JIa de stchimbare avbazei:. .
log.a Logaritmul dintr-un numar pozitiv

este egal cu raportul dintre
logaritmul, Tntr-o noua baza, al
numarului pozitiv si logaritmul in
noua baza din vechea baza.
12. oz 1 = 1 Vab>0,ab %1 !_ogaritmul un.ui numér pozitiv.este
log, a inversul logaritmului cu baza si
argumentul schimbate intre ele.

1 . 1 . . .
3 logyy b = ~log, b,Ya,b > 0,a # 1,y € R* !Expo.nentul b?zel unui Iogarltm .
y iese inversat in fata logaritmului,.

14. log,x =log,y ©x=y,Va>0,a #1, Logaritmii in aceeasi baza din doua
x,y>0 numere pozitive sunt egali, daca si

numai daca numerele sunt egale.

15. blo8ac = ¢l98ab vq b,c > 0,a # 1 La o putere cu exponent logaritm,

schimband intre ele baza puterii si
argumentul logaritmului, valoarea
numarului initial rdmane aceeasi.

Demonstrarea proprietatilor 5-15 si exemple

Am ales sa zabovim aici asupra demonstrarii proprietatilor logaritmilor, dat fiind ca diverse
tehnici utilizate aici sunt extrem de utile in rezolvarea unor exercitii, cu logaritmi.

P5.log,(bc) =log, b + log,c,Va,b,c > 0,a # 1

Pentrua,b,c > 0,a # 1, notdm x = log,(bc) si y = log, b + log, c. Vom calcula si vom
compara a* si a”:
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a* = ql°8a(be) & pe
a? = qlo8ab+logac — glogab . glogac @ b .
Cum a* = a”, rezultd x = vy, deci log,(bc) = log, b + log, c.
P6.log, (b, - by - ... b,) = log, b, +1og, b, + ...+ log, by,
Ya,by, by, ...,b, >0,a #1,Vn € N*

Proprietatea se poate demonstra folosind procedeul anterior, sau prin inductie matematica.
Vom folosi, aici, inductia matematica, pentru propozitia

P(n):log,(b, b, ...-b,) = log, b, +log, b, + ...+ log, b,
Ya,by, by, ...,b, >0,a # 1,¥Vn € N*
. Verificarea: P(1): log, b; = log, b, (adevarata)
Observatie: P(2) reprezinta proprietatea 5, demonstrata anterior.

II. Pasul inductiv: Fie k € N* fixat. Presupunem P (k) adevaratd si demonstrdm ca P(k + 1)
este adevarata.

P(k):log,(by - by - ...- b;) =log, b; +1og, b, + ...+ log, by, (ipotezd de inductie)
P(k + 1):logy(by - by - et b = by y1) = logy by +1og, b, + ...+ 1log, by, +10g, by 41
loga(by * by * ...” by * b yq) =10go[(by * by * .o.” by) * byr] =
= log,(by " b, * ..o by) +1og, by, = (log, by +1log, b, + ...+ log, by) +1og, byy1 =
= log, b, +log, b, + ...+ 1og, by +10g, by 41

Am demonstrat ca P(k + 1) este adevadrata. Din principiul inductiei matematice, rezultd ca
P(n) este adevarata, vn € N*.

P7.log, b™ =nlog, b, Va,b > 0,a # 1,n € N*

Vom folosi proprietatea 6, demonstrata anterior. Pentrua,b > 0,a # 1,n € N*:

log, b™ = log, (b b+ b> = log, b +1log, b +--+1log,b =nlog, b

denorib de nori logg b

P8.log, bY = ylog, b, Va,b >0,a# 1,y ER
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Pentrua,b > 0,a # 1,y € R, vom nota x = log, b” sit = ylog, b. Vom calcula si vom
compara a”* si at.

a* = qlogab? e py

at = aylogab — (alogab)y &f py

Cum a* = af, rezultd x = t, decilog, b¥ = ylog,b.
P9.log, Vb = %logab,Va,b >0,a # 1,n € N*
Aceasta proprietate este consecinta directa a proprietatii 8:
n Ly
log, Vb = log, bn -—-;logab
b
P10. log, (Z) =log, b —log,c,Va,b,c >0,a #1
Pentru a,b,c > 0,a # 1, putem scrie:
b 1
log, (E) = log, (b . E) =log,(b-c™) =log, b+ log,c™t =log, b + (—1)log, c =

= log, b —log,c

P1l.log, b = logcb,Va,b,c >0,a,¢c+1
log.a

Egalitatea de demonstrat este echivalentd cu (log, b) - (log. a) = log, b.

Pentru a,b,c > 0,a,c # 1 vom nota x = (log, b) - (log. a), y = log. b, vom calcula si vom
compara c* si c”.

cX = c(ogab)-(logca) — (Clogca)l()gab et qlogab gt p

cY = clogeb g

Cum ¢* = ¢, rezultd x = y, deci (log, b) - (log.a) =log, b log, b = iz:a Z'
-

P12.log, b = Va,b > 0,a,b # 1

logpa’
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Pentru a,b > 0,a,b # 1, folosind formula de schimbare a bazei, noua baza aleasa fiind b,
putem scrie:

P13.log,y b = iloga b,Va,b > 0,a # 1,y € R*

Pentrua,b > 0,a,# 1,y € R*, folosind formula de schimbare a bazei, noua baza aleasa fiind
a, putem scrie:

Pl4a.log,x =log,y e x=y,Va>0,a# 1,x,y >0
Pentrua > 0,a # 1,x,y > 0, putem scrie, conform definitiei logaritmului,
x = al%8a% sy = glo8ay
log, x =log,y © al%8a* = ql%8Y & x =y

P15. blo8aC = clo8ab g h.c > 0,a # 1

Pentru a,b,c > 0,a # 1, notdm x = b'%8a¢ sj y = ¢l°8ab 3poj calculdm si compardm log, x
silog,y.

log, x = log, b'°82¢ = (log, ¢) - (log, b)
log, y = log, c'°82? = (log, b) - (log, ¢)
Cum inmultirea numerelor reale este comutativa, deci
(log, ) - (logg b) = (log, b) - (log, ©),

rezultd ca log, x = log, v ceea ce conduce la x = v, adic3 h'°8a ¢ = ¢l°8aP,
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Exemple:

1. Calculati logg 216.

1 8
logg 216 =log,328 = 8-log,32=8- §10g2 2 = 3

2. Calculati suma S = log; % + log; % + log; % + -+ logs %,

80 (1 2 3 80) 1
2 34 7 81

1 2 3
S—log3§+log3§+ log31+---+logga—log3 —log3a

S=1log;3™* =—4-log;3 =—4

log1 7 log1 7
3.Calculati 2 2 +3 9.

log17 log1 7
9

1
2 %3 = plog,-17 4 glog,—27 _ p~log,7 4 37310837 —

— (Zlogz 7)_1 + (3log3 7)_% =714 7—% - 1_1_ i _ 1+ \/7

7 V7 7

4. Daca a = log; 75 si b = log; 60, calculati, in functie de a si de b, log,, 40.

Vom scrie logaritmul cerut, in functie de logaritmi in baza 3, folosind formula de schimbare a
bazei, apoi, pentru toate cele trei numere, vom descompune in factori primi numerele de la
argumentele logaritmilor:

a = logz(52-3) =log; 5% + log;3 = 2log; 5+ 1
b =log3(22-3-5) =log; 2% + log; 3 + log; 5 = 2log; 2 + log; 5+ 1
Notam ¢ = log,, 40.

_log;40 log;(2°-5) logz2° +1logz5 3logs2 +logs;5
= log;12  log;(22-3) logz22+1logs3  2logz2+1

Din prima relatie, deducem ca log; 5 = aT_l, iar din a doua, log; 2 = %, asadar:
a—1
logs; 5 = >
-1
o b=1-logs5 b-1-T 2b-a-1
0832 = 2 -T2 T 4
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Tnlocuind cei doi logaritmi in expresia lui c, gasim:

2b—a-1 -1
3-=—+° 6b-3a-3+2a-2 6b—a-5

9.2b=a-1, 4 " 4b—2a—-2+4  4b—2a+2
4

Cc =

5. Demonstrati ci expresia T(x) = (2logs x*> — 1)? + 2logs x* — logZx*, definita
pentru x > 0 este constanta (nu depinde de x).

Atentie! Pentrua,x > 0,a # 1,p € N,q € R:
loghx? = (log, x1)? = (qlog, x)? = q” - loghx
Observatii:

o Exponentul logaritmului NU iese in fata logaritmului
o Exponentul argumentului iese in fata logaritmului la puterea logaritmului.

T(x) = (4logs x — 1)? + 8logs x — 16logZ x
T(x) = 16log x — 8logs x + 1 + 8logs x — 16logZ x = 1,Vx > 0

Deci T(x) este constanta.

lg5 lg2 5 lg3
6. Demonstrati ca numarul N = (3) (E) (E) este numar natural.

Zlgs 3192 5193
N =

395 ' 5lg2 ' 21g3

Folosind proprietatea 15, gdsim: 2'95 = 592, 3195 = 5193 . 3192 — 2193 asadar factorii de la

numarator se vor simplifica, rand pe rand, cu cei de la numitor:

Zlgs 3192 5193
=1€eN

= 3lg5 ' 51g2 ' 2193

. . .. . on K2+2k
7. Aflati numarul natural n, stiind ca )}, In ((k+1)2) =In2 + In3 - In11.
n
Zl k* + 2k Z [k(k+2)
(k + 1)? (k+1)2

k=1
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_ 1-3+l 2-4+ N n(n+2)_ 1-3 2-4 nn+ 2) B
— M T3 "mrnz T M2z 32 Ty 2| T
1 2 3 n 3 4 n+2 n+2

ml=.2.Z. [P =ln——"
23 1 23 " nrd "2+ D)

Egalitatea din enunt devine: [n "2 2+ M3 -nlle =2 =m6—In1l=In>
2(n+1) 2(n+1) 11
de unde deducem LA RPN 1In+22=12n+12< n=10 € N.
2(n+1) 11

8. Calculati media geometrica a numerelor

_log7 1024

B 81EY ). p = 7logz6 L 1 o=
a = log, (log%(logs \/§)>,b = 77log7 +log9\/§$|0— 5 log;2

. . v . 3
Media geometrica a trei numere este m, = Va b - c.

1 1
a =log, (log1(log5 8%)) = log, (logl (log5 5§)> = log, (1og1 8_1) =log,4 =2
3 3 3

1
b = 70876 4 =6+logz9=6+4=10
1Og9\/—3_ g\/§
log; 1024
=5 gz 5log, 1024 = 5log, 2'° = 5- 10 = 50.

my =Va-b-c=32-10-50 = /1000 = 10.
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