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Capitolul Multimea numerelor reale

Unitatea de invatare @ Puteri si radicali: radicalul de ordinn, n € N, n > 2 - definitie

Breviar teoretic

Reamintim teorema din sectiunea ”Puteri cu exponent rational” care permite introducerea
radicalului de ordinn,n € N,n = 2.

Teorema:

Pentru fiecare numar a = 0 si pentru fiecare numar natural n > 2, ecuatia x™ = a are o
unica solutie pozitiva.

Observatie: Teorema afirma ca exista un singur numar mai mare sau egal ca 0 a carui putere
a n-a este egala cu un numar pozitiv dat, a = 0.

Aceasta solutie unica are doua notatii posibile:

- Va

Notatia permite introducerea notiunii de
radical de ordin n, n € N, n > 2 si studierea
unor proprietati si a operatiilor cu radicali.

Notatia ne-a permis introducerea notiunii de
putere cu exponent rational a unui numar
pozitiv, iar ulterior a notiunii de putere cu
exponent real a unui numar strict pozitiv.

Cele doua notatii pentru unica solutie a ecuatiei date conduc la egalitatile:
1
ar = Va,Yyn €EN,n=>2,va>0

n bl v .. v . i3 .
(’{/E) =an=2n€Nsia=>0 -numarul Va verifici ecuatia data (este solutie a
ecuatiei).

Dacad a = 0, unica solutie a ecuatiei x™ = 0 este x = 0, deci: V0 =0,vneN,n>2.

n prezentul breviar teoretic vom folosi notatia "\/a care se citeste “radical de ordin n din a”.
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Radical de ordin par dintr-un numar pozitiv

. . e u .. . v 2p .
Unica solutie pozitiva a ecuatiei x?? = a, unde a > 0 si p € N* se noteazd "4/a si se numeste
radicalul de ordin 2p din numarul pozitiv a.

Observatii:

radicalul de ordin par se defineste doar pentru numere pozitive;
radicalul de ordin par dintr-un numar pozitiv este, el insusi, un numar pozitiv;
o 3/a ¥ Va,Va > 0 (se numeste radicina patratd a numarului pozitiv a.
o) ZP\/E, pentrua = 0 si p € N* se numeste raddcina de ordin 2p a numarului pozitiv a.
o N0 =0vpeN;
o (ZP\/E)ZP =a,Va = 0,Vp € N*, (2% este solutie a ecuatiei x%P = a, deci verific3 ecuatia).
o 2p\/aTP =lal,Va € R,Vp € N*,
Pentru orice numar real a, puterea cu exponent par a lui a este un numar pozitiv, deci poate fi definit
ZW, dar, prin definitie, acest radical este si el un numar pozitiv, chiar daca numarul a este negativ.

N v u o . 2p
Ceea ce inseamna ca, daca a < 0, atunci Va?? #a.

Exemple:

1.(V5)" =5

2.V5% =

3.Y(-5)*=1-5=5

in exemplele 2 si 3, membrul stAng contine acelasi numér:

5% = (=5)* = 625, deci 5% = 3/(=5)* = 5 = |-5|.

Conditiile de existenta pentru radicalul de ordin par deriva din definitie:
zp\/ET(x_) este definit daca si numai dacd E(x) = 0.
Exemple:
1. Aflati valorile reale ale lui x pentru care VxZ = 5x + 6 este bine definit.
Cum radicalul are ordin 6, deci ordin par, conditia care trebuie satisfacuta este x2 —5x+6 >0, care
este o inecuatie de gradul al doilea. Folosim tabelul de semn al functiei de gradul al doilea.

— Vh2—
Ecuatia atasatd, x?> — 5x + 6 = 0 are discriminantul A= 25 — 24 = 1, iar solutiile (W) sunt
X1 =2sixy =3.
x | - o° 2 3 =+ Be
Solutia inecuatiei este: > | n 5 5 4 4| 4
L + o+ - |~
x € (—,2] U [3, ) x"-5x+6 _ -
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2. Aflati valorile reale ale numarului y pentru care expresia E(y) = \/Iy -1 + i/yz + 3 este bine
definita.

Ambii radicali sunt de ordin par, deci pentru fiecare dintre ei impunem conditiile de existenta:

{ly — 1| > 0 (adevarata Vy € R)
y? + 3 > 0 (adevirati Vy € R)

Prima inegalitate este adevarata din definitia modulului unui numar real, a doua inegalitate este
adevarata pentru ca in membrul stang apare suma a doud numere reale pozitive.

Deci, domeniul de existentd al expresiei E(y) este R.

3. Determinati valorile reale ale numarului a pentru care numarul N(a) = V1 —a + Wa =1 exist3.
Conditiile de existenta pentru cei doi radicali de ordin par sunt:

{1—a20<:>a§1©a€(—oo,1]
a—1>0sa=>21<a€(l,0)

Cum radicalii trebuie sa existe simultan pentru ca numarul sa fie definit, cele doua intervale se
intersecteaza, deci a € {1}, iarin acest caz, N(1) = 0 € R.

4. Stabiliti daca 3x € R pentru care VZ=x+¥x—-3=1.

Tnainte de a verifica egalitatea, stabilim in ce conditii exist3 radicalii (de ordin par) din membrul
stang, simultan.

Conditiile de existenta simultana sunt:
{2—x20<:>x£2<:>a€(—00,2]
x—3>20&x>3a€ (3,0

Dar (—o,2] N [3, ) = @, deci membrul stang al egalitatii nu poate fi definit pentru niciun numar
real. In consecintd, nu poate fi vorba de vreo egalitate a lui cu un numér real. Rispunsul la intrebare

este : nu exista x € R pentru care VZ=x+¥%x—-3=1.

5. Determinati multimea valorilor parametrului m € R, astfel incat i/x2 —2(m+1x+m+3s3
existe pentru orice numar real x.

Conditia din enunt, dat fiind ca radicalul are ordin par, se rescrie:
x?-2(m+1Dx+m+3=>0,Vx €R,

ceea ce Inseamna ca functia de gradul al doilea f: R = R, datd prin
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f(x) =x*—=2(m+1)x + m+ 3, are doar valori pozitive, indiferent de valorile reale ale lui x.
Functia pastreaza acelasi semn, sau ia valoarea 0, dacd A< 0. in acest caz, semnul functiei este
semnul coeficientului dominant.

Coeficientul dominant al functiei f(x) = x? —2(m+ 1)x + m+ 3 este 1 > 0, deci, dacid A< 0,
atunci aceasta functie va avea doar valori pozitive sau va fi nula.

A=4(m+1)>—-4(m+3)=4m? +4m—-8 =

- o° -2 A
4(m*> +m—2) m | e
m2+m_2| —+ ‘f"t'o_' — 0« + —+
A0 4(m?P+m—-2)<0 o m?*+m-2<0s ~ cf2 1)
m e [—2,1].

Radical de ordin impar dintr-un numar real

Teorema:

2n+1

Pentru fiecare numar a € R si pentru fiecare numar natural n € N*, ecuatia x = aare

0 unica solutie reala.

. . o .. . o 2p+1 .
Unica solutie reald a ecuatiei x?P ™1 = a, unde a € R sip € N* se noteazd ' +a si se numeste
radicalul de ordin 2p + 1 din numarul real a.

Diferenta majora intre radicalul de ordin impar, definit aici, si radicalul de ordin par, este
aceea ca primul se poate defini si pentru numere negative.

Observatii:
o radicalul de ordin impar se defineste pentru orice numar real;
v . 2p+l . .
o dacia=>0,atunci’ Va=0 si reciprog;
, . 2p+1 . .
o dacda<0,atunci " Va < 0 sireciproc;
2p+1 . v gy . . v .
o Va,pentrua € Rsip € N* se numeste rddicina de ordin 2p + 1 a numérului real a.

o N0 =0,vpeN
2p+1
o (2p+%) p

ecuatia).
2p+1
o "Natl =g vae R,Vp € N*.

2p+1 . - S
=a,Va € R,Vp € N*. ( ”K/E este solutie a ecuatiei x2P*1 = a, deci verifica
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2p+1
P —a =-""\a,va € R, vp € N* (cum (2p+1\/—_a) = —asi (—ZPH\/E) S
2p+1

2p+1 . . .. . v v .
(—D)#* - (P Va) = —q, iar solutia ecuatiei x?P™1 = —q este unica, rezultd egalitatea

2p+1

celor doud numere.)

Exemple:
1.Y=32=3/(-2)5=-2
2. (=3 + Y3+ /(=3 = —3+|-3] +(-3) =—3+3-3 =3

3.¥=512 = —-512 = —Y29 = -2

Pentru radicalul de ordin impar nu impunem conditii speciale de existenta, acesta fiind definit pentru
orice numar real. Este suficient ca expresiile de sub radicalul de ordin impar sa existe, deci sa fie
numere reale.

Exemple:

. . . \ 3 , +3 . -
1. Aflati valorile reale ale lui a pentru care expresia E(a) = ;2_4 este bine definita.

Cum radicalul este de ordin 3, deci impar, este suficient ca fractia de sub radical sa existe, ceea ce
Tnseamna ca numitorul ei trebuie sa fie diferit de zero.

a*—4+0oa’>+#4<|al #2<a+ +2,decia € R\{+2}

4 [7=
2. Pentru ce numere x, expresia E(x) = +/ "733/2x — 3 este bine definit3?

Remarcam faptul ca numarul x apare si la ordinul radicalului si sub radical. Pe de alta parte, radicalul

exterior este de ordin par, deci numarul "3/2x — 3 trebuie s3 fie mai mare sau egal ca 0.
Numarul 7 — 3xpoate fi ordinul unui radical doar daca este numar natural, mai mare sau egal ca 2,
iar A2x —3>0o2x—320
. 5 .
7—3X€N$l7—3X22(_—,>XS§$l3XE Z
3
2x—-3=20=x 2 >
. 3 5] .

Deci, x € [E’E] si3x € Z.

Dar3x € [2,12—5] N Z=3x € {5,6,7}=> x € {;3’%}
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. . . o . o 3 1 4
3. Aflati multimea valorilor reale ale numarului u, pentru care numarul N(u) = (1 — ~= 3= |ul

este bine definit.

Primul radical, avand ordin impar, exista din orice numar real, dar vom impune conditie de existenta

o1 N .
pentru numarul -, ceea ce inseamna u #*0.(1)

Al doilea radical are ordin par, deci are nevoie de conditia de existenta: 3 — |u| = 0<=|u| < 3, de
unde u € [—3,3]. (2).

Cum cei doi radicali trebuie sa existe simultan, din (1) si (2) deducem u € [-3,3]\{0}.
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