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Capitolul Multimea numerelor reale

Unitatea de invatare  Puteri si radicali: puteri cu exponenti naturali, intregi, rationali si

irationali (reali)

Breviar teoretic

Puteri cu exponent natural
Pentrun € N * se defineste puterea n a numarului real a ca fiind

at=a-a-..-a.
~————_—
denoria

/n-exponen‘l‘ul puterii

n [ .
Citim” a laputerean”. a-puterea a n-a a numarului real a

a-baza puterii

Cazuri particulare:

0"=0-0-..-0 =0,Vn € N*

de nori 0

1"=1-1-..-1 =1,VvneN
denoril

Datorita asociativitatii inmultirii numerelor reale, puterea cu exponent natural a numarului
real a se poate defini recursiv:

an+1

=a"-a=a-a" Vvn € N*.
Prin conventie: a’ = 1,Va € R*.
Atentie! Nu se defineste 0°!

Observatie: Foarte utilizate, mai ales in calculele de la fizica, sunt puterile cu exponent
natural ale lui 10.

101 =10
102 =100
103 = 1000
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10" =100.............0

cifra 1sincifre 0

Exemplu: Prin scrierea 1,25 - 10° intelegem 125000, ceea ce inseamna mutarea virgulei
numarului 1,25, catre dreapta, dupa 5 cifre (primele cinci zecimale ale numarului 1,25 sunt
2,5,0,0,0).

Observatie: Foarte utilizate, mai ales in calculele de la fizica, sunt puterile cu exponent intreg
negativ ale lui 10.

1
1071 = —
10
1
1072 = ——
0 100
1
-3 _
107 = 1000
107" = A
100 oo ii. .0

cifra 1sin cifre 0

Exemplu: Prin scrierea 375 - 107> intelegem 0,00375, ceea ce inseamnd mutarea virgulei
numarului 375, catre stanga, dupa 5 cifre (numarul 375 este numar intreg, deci virgula se
considera dupa cifra unitatilor: 375,000...).

Puteri cu exponent intreg

y ) ) - 1 . . .
Dacan € N*sia € R *atuncia " = — . (putere cu baza a si cu exponent intreg negativ)

an’
Exemple:
3\ "4 1 2Nt 22 2 2 16
) (3) =@=(§) =3'3'33%m
2
-3 1 V5
b)(—\/g) =W=Hg=—g
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Puteri cu exponent rational

Teorema:

Pentru fiecare numar a = 0 si pentru fiecare numar natural n > 2, ecuatia x™ = a areo
unica solutie pozitiva.

Observatie: Teorema afirma ca exista un singur numar mai mare sau egal ca 0 a carui putere
a n-a este egala cu un numar pozitiv dat, a = 0.

Aceasta solutie unica are doua notatii posibile:

- a

Notatia permite introducerea notiunii de
radical de ordinn, n € N,n > 2 si studierea
unor proprietati si a operatiilor cu radicali.

Notatia permite introducerea notiunii de
putere cu exponent rational a unui numar
pozitiv, iar ulterior a notiunii de putere cu
exponent real a unui numar strict pozitiv.
Cele doua notatii pentru unica solutie a ecuatiei date conduc la egalitatile:

1
ar = Va,Yvne€N,n>2,va>0

1\ 1
(an) =a,n=2,n€Nsia = 0-numarul ar verifica ecuatia data (este solutie a ecuatiei).

n . v .o v . v .
(Va) =an=2n€eNsia=0 -numirul Va verifici ecuatia dati (este solutie a
ecuatiei).

Dacad a = 0, unica solutie a ecuatiei x™ = 0 este x = 0, deci:

1

Oh =0,yneEN,n>2 sau V0=0,vneN,n>2.

1
In prezentul breviar teoretic vom folosi notatia a» pentru a introduce puterea cu exponent

rational, respectiv cu exponent real, a unui numar strict pozitiv.

Definitie:
m
Fiea>0sim,n € Z,n = 2. Numarul notat a» definit prin
1 m

m 1
an & (ar_z) = (a™)n,

5 m v Q o ore
se numeste puterea cu exponent rational —a numarului strict pozitiv a.

Daca % > 0, atunci putem defini si 0» & 0.
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Atentie! Nu putem defini puteri numarului 0 cu exponenti mai mici sau egali cu 0.

m

Dacda = 1,atunciln =1,m,n € Z,n = 2.

Operatii cu puteri cu exponenti rationali si proprietati
Daca a si b sunt numere strict pozitive, atunci:
1.aP -a? = aP*,Vp,q €Q
2.4 = a1, vp,q €Q
ad
3.(aP)i=aP1,vp,q € Q

4.(a-b)P=a’? - b?,Vp € Q

5 @ =Z e

Exemple:

1. Calculeaza: (§)3 .36 — o, 23 4 473.p-12 _ (\/53)2

24 2)73 6
:3—3.36_ﬂ.23+&_\/§ -

(23.3)2 2—12

4, 24
— 2—3+6 __ .23 —-6—(-12) _ =3 _
=3 e 22 53 =

=33 —2%376.342 4 26 _125 =
=27-2-3*4+64—-125=
=27 — 184+ 64 — 125 = —52
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2. Demonstreaza egalitatea: i 2a71b
’ g " a3-p=3 a34p3 a~*+(ab)2+b~*

al—p1 qgl4pt
a3—b3 a3+bp3

_at-pt al+bt
- (a=1)3 — (b~ 1)3 o (a=1)3 + (b~1)3 -

B al—-p1 al+p?! _
- (a—l _ b‘l)[(a_l)z +alp-l 4+ (b‘l)z] - (a—l + b‘l)[(a_l)z —al'p=l 4+ (b‘l)z] -

1 1
- (@2 +a 11 + (b 1)2 - (a2 —q-1p~1 + (b=1)2

B (a—l)z _ a—lb—l + (b—1)2 _ (a—1)2 _4 a—lb—l - (b—1)2
 [(@?+b ) +a b1 [(a24b2)=a"lh ]

B —2a 1p=1 B
- (a—z + b—2)2 _ (a‘lb‘l)z -

B —2a7'p7! N —2a7'p!
T a*+2a?h2+bt—a2b2 at+alb2+bH
2z
(v3) 3
—

376

3. Calculeaza:

Pentru efectuarea operatiilor, vom transforma numitorul in putere cu bazi V3, pentru a
obtine raport de puteri cu aceeasi baza:

5

- (Y =5

S
6

(7 606 () = (3

376 (\EZ)’E (\/§) 3

Compararea puterilor, cu exponent rational, ale unui numar strict pozitiv
Fiea > 0,a # 1.

Daca a€(0,1) , atuncip < q < a? = a’. (ordinea intre puterile cu exponent rational
~————
baz a subunitar a
ale unui numar pozitiv si subunitar se schimba intre exponenti).
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Dacd a € (1,) ,atuncip <q <> af < a’. (ordinea intre puterile cu exponent rational
N~———_—
baz a supraunitar a

ale unui numar pozitiv si subunitar se pastreaza intre exponenti).

Exemple:

2 1
. 2 1 L . .
1. Scrieti numerele a = (v/7)3; b = — ; ¢ = 497 in ordine crescatoare.
775

Vom face comparare de puteri cu aceeasi baza, deci, mai intdi aducem numerele la forma de
puteri cu baza 7 sau V7.

Daca alegem baza 7:

25 2Ny 1
a=(7) :(ﬁ) =73
1 70 1 1
b=—=—=7"F =75
75 75
1 1 2
CcC = 497 = (72)7 — 77
Cum baza puterii este 7, deci supraunitara, ordinea dintre exponenti se pastreaza si intre
- . L1102 n . .. .
puteri (si reciproc). Vom compara exponentii 355 o aducand cele trei fractii la acelasi
numitor (105):

135 1 21 (2 _ 30
37 105’5 105 * 7 105

. 21 30 35 . 1 2 _1
Cum 21 < 30 < 35, rezulta By, < — < — ceea ce este echivalent cu 5 < - < 7 de unde

05 105 105
deducem:

1 2 1
75<77<73 & b<c<a.

Ordinea crescatoare a numereleor date este: b, ¢, a.

Daci alegem baza V7:

o= (V7)

0 2
po L 1: V7 _ ()

()T W
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c= (72)% — 77— (\/72); _ (\/7)§

Baza /7 este supraunitard, deci ordinea dintre exponenti se pastreazi si intre puteri (si
reciproc). Comparam exponentii:

2 4 2
2 4 2 T = 3 .
c<:<5;o(V7) < (V7)) < (V7)’,decib < c < a.

m2

. . o . . . 1\ 2
2. Determinati numerele intregi m pentru care are loc inegalitatea: (E) >

e

m2
1

Z 2
. o A 1\ 2 v o . . o 1
Inegalitatea se transforma in (E) > (E) . Comparam doua puteri cu aceeasi baza, - care

este subunitara, ceea ce inseamna ca ordinea dintre puteri se schimba intre exponenti (si
reciproc).

2
Deci: mT <2melomi<4imelo|m|<2meleme{=2,-1,012).

Puteri cu exponent irational

v

Pentru buna intelegere a notiunii de putere cu exponent irational pe care urmeaza sa o
introducem aici, ar trebui parcursa, din nou, lectia Aproximari ale numerelor reale.

Orice numar irational x poate fi aproximat prin lipsa si prin adaos, aproximarile fiind numere
rationale. Pe de alta parte, numarul irational x este cuprins (strict) intre orice aproximare
prin lipsa a lui si orice aproximare prin adaos a lui.

X < x < Xg,

unde x; este aproximare prin lipsa a numarului irational x, x, este aproximare prin adaos a
numaruluiirational x, iar x;, x, € Q.

Definitie:

Fiea > 0,a # 1 si x un numar irational. Numarul notat a”, insemnand puterea de exponent
x a numarului @ este unicul numar real cuprins intre a*! si a*e, oricare ar fi x; - aproximare
prin lipsa a numarului irational x, si oricare ar fi x, - aproximare prin adaos a numarului
irational x, cu x;, x, € Q.

Cand spunem “cuprins intre” intelegem inegalitati stricte, dar trebuie sa tinem cont de
compararea puterilor cu exponenti rationali prezentata anterior.
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Dacd a € (0,1) (baza subunitara), cum x; < x < x,, vom avea a*! > a* > a*e,

Dacd a € (1, o) (baza supraunitard), cum x; < x < x,, vom avea a*! < a* < a’*e.

Observatie: Prin conventie, 1* = 1,Vx € Rsi0* = 0,vVx > 0.

Atentie!

Nu se defineste puterea cu exponent real oarecare a unui numar negativ!

Exemplu:

a) a=3>1, x=+/5=22360679775 ... € R\Q.

X 31
aproximarea
prin lipsa a

numarului V5
2 32
2,2 322
2,23 3223,
2,236 G2

Semnul

dintre
puteri

NN N A

Semnul 3*a

dintre

puteri
< 33
< 32,3
< 32,24

xa
aproximarea
prin adaos a

numarului V5
3
2,3
2,24
2,237

Numarul 3V5 este unicul numar real mai mare decét 3 ridicat la orice aproximare prin lipsa a

lui V5 si mai mic decat 3 ridicat la orice aproximare prin adaos a lui V5

b)a = € (0,1) x = V5 = 2,2360679775 ... € R\Q

X 1\
aproximarea (5)
prin lipsa a
numarului V5

2
2 3
3
2,2
2,2 (l)
3
2,23,
2,23 (1)
3

2,236
2,236 <1)

Semnul
dintre
puteri

S

S

S

A~ N N/
~—~ vﬁv ~
o

dintre
puteri

Semnul (1)
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> 1 V5 . % . an b o e . .
Numarul (5) este unicul numar real care este mai mare decat 3 ridicat la orice aproximare

. . . - I . . e .
prin adaos a lui V5 si este mai mic decat 3 ridicat la orice aproximare prin lipsa a lui V5.

Operatiile cu puteri si proprietatile puterilor se extind si la puteri cu exponent real oarecare.

Operatii cu puteri cu exponenti reali si proprietati

Daca a si b sunt numere strict pozitive, atunci:

1.a*-a* = a*t, vx,u € R. Cand Tnmultim puteri cu aceeasi baza si exponenti reali,

copiem baza si adunam exponentii.
@ x-u Cand Tmpartim puteri cu aceeasi baza si exponenti reali,

2 a1 VU ER. copiem k?aza Si src):édem exponentii. 7

3.(@a)" =a*™ vx,u € R Cand ridicam o putere cu exponent real la alta putere,
copiem baza si inmultim exponentii.

4. (a-b)* = a*-b*,Vx €R. Exponentul real al unui produs se distribuie fiecarui
factor din baza.

5 (g)x _ a—x,Vx €ER Exponentul real al unui raport se distribuie

b b* numaratorului si numitorului.

6.a* = a'ex =u. Doua puteri cu exponenti reali, de aceeasi baza, sunt
egale daca si numai daca exponentii lor sunt egali.

7.a€(0,1): x <usa* = a*  Cand baza este subunitard, ordinea dintre exponenti se
schimba intre puteri (si invers: ordinea dintre puteri se
schimba intre exponenti).

8a€ (1,o):x<usa*<a“* Cind baza este supraunitara, ordinea dintre exponenti
este aceeasi cu ordinea puterilor.

Exemple:
Y . . " . o1 _
Este o problema de comparare a unor puteri cu aceeasi baza, dat fiind ca 3= 273, Cum baza
2 este supraunitard, ordinea dintre puteri se pastreaza si intre exponenti:
y—1
— -1 -1 —143y+3 4y+2
271 >230 "> 36 13> 00 5 0¥ 2 5
y+1 y+1 y+1 y+1
Din tabelul de semn, obtinem y - o° -1\ - —!2—_ + o=
4y+2 - - == = = = =-g0 4+ + + + +
y € (—oo0,—1) U _E'OO) y+1 - - - = 0 4+ 4+ 4+ + + 4+ x4 o+
4!*‘12 +-i'—\—+/—--——O++—|——c—-\-
Y+ \\/ ~
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1+V3

2. Calculati [(ﬁ)l_ﬁ]

Avem de efectuat ridicarea unei puteri cu exponent irational la puterea 1 + V3, numir tot
irational, deci vom inmulti exponentii:

1+/3 1 1

(2" 2

[(\/E)l_ﬁ] _ (ﬁ)(l—ﬁ)-(uﬁ) _ (\/E)—z _

V10

. o nN\"® (1\z .[1
3. Ordonati, descrescator, numerele: (E) ; (E) si (E)

.. y . . . 1 . y
Fiind o problema de comparare a puterilor cu aceeasi baza, > subunitara, deducem ca

ordinea dintre exponenti se va inversa intre puteri.
.7
= 3,14;V10 = 3,16 sic= 3,5

A . . 7 .
Comparand exponentii, obtinem: T < V10 < 5 Ceea ce este echivalent cu:
7

O =00

7
. o 1\ 1\V10 g 2
Ordinea descrescatoare a numerelor date este: (E) ; (E) ; (E) .

Operatiile cu puteri cu exponenti reali si proprietatile lor vor fi utilizate foarte mult in
capitolul de ecuatii, in special la ecuatii exponentiale.
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